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基于表观断裂韧性的 I-II 型复合断裂准则

分析
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中国飞机强度研究所，陕西 西安 710065

摘　要：以Ⅰ-Ⅱ复合型裂纹结构为研究对象，对紧凑拉伸剪切试样（CTS）的剩余强度及开裂方向进行了理论分析及试验研究，

推导出了仅与 CTS结构加载角度相关的破坏载荷公式，并建立有限元模型（FEM），获取结构的表观断裂韧性值，试验验证

了模型的可行性。通过对比不同断裂准则在开裂角、临界载荷及复合断裂韧度方面的工程适用性，表明基于 von Mises 应力

的复合型断裂准则更有利于工程分析，为结构的承载能力评估提供了技术支持。
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广布疲劳损伤是对航空工业结构完整性的最大威胁之

一，尤其在 1988 年 Aloha 航空公司的飞机灾难性事故之后，

该问题对传统飞机结构损伤容限设计与分析提出了严峻的

挑战。复合载荷作用下的裂纹问题在广布疲劳损伤结构中

常有发生，结构不仅承受拉伸载荷，还可能承受剪切载荷，甚

至是扭转载荷。因此，评估复合型裂纹结构的承载能力对保

证结构安全至关重要。

复合型断裂准则是对复合型裂纹结构剩余强度评估的

基础。它主要解决两个问题：失稳裂纹扩展发生时复合载

荷的大小和失稳裂纹扩展的方向。经典复合型断裂准则采

用裂纹尖端奇异场的 William 展开[1] 来预测开裂角和临界

载荷，形式简单，应用比较广。目前，一些基于应力或能量的

断裂准则被广泛用以解决平面复合型结构的断裂机制，如最

大周向应力准则（MTS）[2]、最小能量释放率准则[3]、基于 von 

Mises 的复合断裂准则[4] 等。Pook[5]，Richard[6] 通过定义等

效应力强度因子提出不同的断裂准则，引入一定的试验系数

值，提高了预测的精确性。复合型裂纹应力强度因子、材料

断裂韧性是获取复合型断裂条件的必要条件，但结构的复杂

性往往依赖有限元尚能给出合理的结构失稳载荷，这为理论

准则在工程中的应用增加了屏障。

本文基于表观断裂韧性值，以复合载荷作用下含裂纹

的紧凑拉伸剪切（CTS）试件为对象，从试验和有限元角度

分析了复合型裂纹结构的失稳判据，预测了结构的开裂角，

探究了最大周向应力准则、最小应变能密度因子准则、最大

周向应变能密度准则、基于常临界极半径的 von Mises 断裂

准则、Richard 相对应力强度因子准则等在本研究中的可行

性，并给出了便于工程适用的复合型破坏载荷公式。该研究

为复合型断裂准则在复杂载荷作用下飞机结构剩余强度中

的研究及应用提供了一定的技术指导。

1 复合型断裂准则
1.1 MTS准则

MTS 准 则[2] 是 Erdogan 和 Sih 在 1963 年提出的复合

型裂纹断裂准则，对于无限大板中的二维裂纹，可采用 Airy

应力函数描述裂纹体的完整应力状态，推出结构开裂角 

θ*为：

KⅠ sinθ*+KⅡ（3cosθ*-1）=0 （1）

对任意组合的复合型裂纹，断裂临界条件为：
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 （2）   

式中：KIC 为Ｉ型断裂韧度，单位为 MPa·mm1/2。

在线弹性假设条件下，最大能量释放率准则得到的

Ⅰ-Ⅱ复合型裂纹断裂公式与最大周向正应力准则相同。因

此，以下研究中不再单独讨论最大能量释放率准则。

1.2 最小应变能密度因子准则

最小应变能密度因子断裂准则（SED）中的参量为应变

能密度因子 S，二维裂纹前缘的应变能密度因子[3] 为：

S=a11k
2
I+2a12kI kII+a22k

2
II （3）

式中：kＩ为Ⅰ型当量裂纹应力强度因子，单位为MPa·mm1/2，

kＩ =KＩ/ ；kⅡ为Ⅱ型当量裂纹应力强度因子，单位为

MPa·mm1/2，kⅡ=KⅡ/ 。式中系数在一般应力状态下可 
写为：

 （4）

式中：κ为与材料泊松比 ν相关的参数，平面应变状态时，

κ=3-4ν，平面应力状态时 κ=（3-ν）/（1+ν）。

根据准则假设：起裂方向是以裂尖为圆心、r0 为半径

的圆球面上 S 取最小值的方向，开裂角 θ*可通过式（5） 

确定：

 （5）

Sih 提出 Scr 可用式（6）计算：

 （6）

式中：kＩC 为Ⅰ型当量断裂韧度，单位为 MPa·mm1/2，kＩC= 

KＩC / ；μ为切变模量。
由开裂角值 θ*及准则假设：当 Smin 达到临界值 Scr 时结

构失效，可确定临界载荷。

1.3 基于常临界极半径的 von Mises复合断裂准则

基于常临界极半径复合断裂准则（VMF1）假设[4]：

（1）裂纹总是沿最短路径穿过塑性区向弹性区扩展，相

应的角度即为裂纹初始开裂角。

（2）当裂纹尖端距其扩展方向的弹塑性边界极半径 r

大于其临界半径 rcr 时，裂纹开始扩展。

不考虑结构的 T 应力影响，弹塑性边界极半径 r 可 

写为：

 （7）

式中：C 可以通过单向拉伸试验确定的屈服应力得到，其他

系数表达式为：

 （8）

对于平面应力问题，v*=0；对于平面应变问题，v*=v。

假定复合裂纹的临界极半径为常数，且可用Ⅰ型或Ⅱ

型裂纹的临界极半径来标定，则对于Ⅰ型裂纹可得：

 （9）

式中：rCI 为Ⅰ型裂纹标定的临界极半径，单位为 mm。

对于Ⅱ型裂纹：

 （10）

式中：rCII 为Ⅱ型裂纹标定的临界极半径，单位为 mm。

若选取 rCII 为材料参数，则根据假设（2）可得：

 （11）

由式（11）可得临界载荷。

1.4 Richard相对应力强度因子断裂准则

Richard 提出了一种基于相对应力强度因子 KV 的断裂

准则[6]。KV 的定义为：

 （12）

式中：KV 为相对应力强度因子，单位为 MPa·mm1/2；α1 为 

I 型裂纹断裂韧度与Ⅱ型裂纹断裂韧度之比，α1=KIC/KIIC，是

一项材料参数。参考文献 [6] 中提议选取 α1 为 1.155。

Richard 准则认为，当相对应力强度因子超过断裂韧度

时，裂纹就会断裂，即：

KV=KIC （13）

由此可计算得到临界载荷值。裂纹开裂角通过式（14）

计算：

 （14）

其中，当 KII>0 时，θ*<0；KII<0 时，θ*>0，如图 1 所述。



苏少普 等：基于表观断裂韧性的I-II型复合断裂准则分析 69

图 1　复合加载下结构的裂纹偏转角度

Fig.1　 Crack deflection angle of structure under mixed-mode 
loading

2 复合型断裂韧性试验
本文所研究的结构试件厚度为 5mm，均为平面应力问

题，且结构在复合型加载下无断裂韧性试验标准可遵循，裂

纹长度与开裂口长度之间的关系也无法得到，在此采用表观

断裂韧性 Kapp，即初始裂纹长度下破坏载荷对应的应力强度

因子来评估结构的断裂特性，该值是介于起始和快速断裂之

间的断裂韧性值，可以作为扯裂材料突然断裂时剩余强度极

限的评估值。

2.1 CTS试件及加载装置

国内外学者提出不同类型的试件用以研究复合型断裂

准则，如图 2 所示。CTS 试件是 Richard[7] 在 20 世纪 80 年

代提出的研究Ⅰ-Ⅱ型裂纹最常用的试件形式，之后 Zhao[8]

等提出基于该试件的小型版本用以研究，均得到了较好的验

证。图 2（b）是 Arcan[9] 提出的蝶形试件。为了减少材料使

用率，Demir[10] 在 2017 年提出了 T 形试件，经试验验证了新

试件的可行性。考虑到 Richard 试件在复合型裂纹问题研

究方面的成熟性，本文采用 CTS 试件进行复合型断裂韧性

试验研究。

图 3 为本研究的试件尺寸图，厚度为 5mm，材料为

2024-T351。试验采用一种 1/4 圆形加载设备对试件进行加

载，通过改变孔位实现对试件不同角度的加载，加载的角度

α可以从 0°到 90°变化，如图 4 所示。当加载角度 α大于

0°小于 90°时，试件裂纹即为Ⅰ-Ⅱ型复合裂纹。

图 2　用以复合型断裂准则研究的试件

Fig.2　 The specimens applied on mixed mode fracture criterions 
research

图 3　CTS试件尺寸

Fig.3　Geometrical size of CTS specimen

图 4　CTS试件复合型加载图

Fig.4　CTS specimen under mixed-mode loading

试验过程中首先以常幅谱载荷对结构预裂 2mm，继而

对结构施加静载，直至结构裂纹失稳扩展，记录结构破坏载

荷，其表观断裂韧性值将依据破坏载荷进行有限元分析得

到。

2.2 试验结果

共计进行了 17 件试验件的复合型断裂韧性试验，其中

均选取三件试验件进行加载角度 α为 0°、15°、30°、45°、
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60°试验，选取两件试验件进行加载角度为 75°的试验。图

5 为该组试验件的结构断口形貌。该材料在静载拉伸和剪

切应力作用下，断口锋利明亮，非光滑曲面。随着角度增大，

结构破坏的断口偏转角度逐步增大，其试件的破坏载荷值和

偏转角度见表 1。这与参考文献 [11] 的 CTS 试件试验结果

类似，趋势相同。

图 5　 不同加载角度（0°、15°、30°、45°、60°）下试件的失稳破坏

模式

Fig.5　 Failure modes of specimens under different loading an-
gles tests（0°，15°，30°，45°and 60°）

表 1　复合型断裂韧性试验结果

Table 1　 Fracture toughness results of mixed-mode loading 
tests

加载

角度 /（°）
序号

破坏载荷 /kN 开裂角 /（°）

单件值 平均值 单件值 平均值

0

1 29.3

28.80

0

02 28.86 0

3 28.23 0

15

4 29.18

29.27

14

15.25 29.26 17.5

6 29.38 14.0

30

7 32.40

31.41

28.5

28.58 30.60 28

9 31.24 29

45

10 34.72

33.84

45

44.211 33.08 43.5

12 33.73 44

60

13 38.30

37.91

57

57.314 37.54 57

15 37.90 58

75
16 43.33

44.35
72

71
17 45.38 70

3 复合型裂纹问题有限元分析
3.1 有限元仿真模型

数值计算采用大型商用有限元软件 Abaqus 完成，有限

元模型如图 6 所示。考虑到试样厚度相比试件长度、宽度较

小，将试样简化为壳单元。由于本文根据 Richard 提出的标

准试样对加载孔半径及边距进行了一定调整，未采用常规的

复合加载 CTS 有限元模型[6] 来计算，而对夹具及连接装置

均进行了模拟仿真。夹具与试样通过螺栓采用 Coupling 耦

合连接，在此将螺栓简化为梁单元。试样加载采用参考点加

载方式施加。夹具和螺栓材料为 30CrMnSiA，性能属性为

E=210000MPa，v=0.33；试件材料为 2024-T351，性能属性为

E=72000MPa，v=0.33。

图 6　有限元分析模型

Fig.6　Finite element model

为了验证有限元分析模型的正确性，针对 8000N作用

下裂纹长度为 35mm 的结构，对比分析了加载角度为 0°

时图 6 中 1#、2#、3# 点 Y 方向的应力，分析结果见表 2，

图 6 中 2# 点位于裂纹尖端前缘，与裂纹所在位置共线，

距裂尖 45mm；1# 点与 3# 分别位于 2# 点正上、正下端位

置，距离 2# 点 20mm。由试验结果和分析结果可知，结构

应力分布基本均匀，裂纹尖端应力与加载端应力相比试

验最高误差仅为 6.14%；有限元分析结果与试验相比最

高误差仅为 4.36%，由此验证了本文有限元分析结果的正 

确性。

表 2　CTS结构 σy 应力的试验及分析结果对比（0°，8000N）

Table 2　 Comparisons of σy analysis and experimental results 
on CTS specimen（0°，8000N）

点序号 试验结果 /MPa 仿真结果 /MPa 误差 /%

1 11.34 11.26 0.7

2 10.66 10.7 0.37

3 11.92 11.4 4.36
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3.2 表观断裂韧性分析

根据已验证的有限元仿真模型，利用围线积分技术，获取不

同加载角度失稳载荷作用下结构的应力强度因子，见表 3。当加

载角度为 0°时，KII与KI相比基本为 0，因此，可将此KI作为结构

的 I型表观断裂韧性值，KIapp=2210.86MPa·mm1/2。由文献可知，厚

度为 5mm的 2024-T351材料断裂韧性为 3320.00MPa·mm1/2，平

面应变断裂韧性为 1106.80MPa·mm1/2，而本文求取的 KIapp 处于

两者之间，这与表观断裂韧性的定义相符。

随着加载角度的增大，加载载荷逐步增高，KI 增大，KII

减小，裂纹由以拉为主的拉剪复合转变为以剪为主的拉剪复

合。此外，在有限元模型分析中，采用最大周向应力准则预测

裂纹偏转角度，结果见表 3。除加载角度 15°之外，加载角度越

大，预测误差越大，当加载角度为 75°时，误差为 15.45%。

表 3　不同加载角度下CTS试件的应力强度因子分析

Table 3　 Stress intensity factor analysis of CTS structure under 
different loading angle

加载

角度 /

（°）

KI/
（MPa·

mm1/2）

KII/
（MPa·

mm1/2）

裂纹偏转角度

（最大周向应力

准则）/（°）

偏转角度

与试验相比

误差 /%

0 2210.86 0.12 0 0

15 2170.8 270.1 13.8 9.21

30 2088.4 560.15 26.8 5.96

45 1836.62 853.565 38.63 12.60

60 1454.09 1171.25 49.6 13.44

75 879.132 1528.3 60.03 15.45

4 断裂准则对比及结果分析
材料断裂准则是判别材料强度及其结构稳定性的重要

依据，建立一个正确有效的断裂准则是基础。国内外学者从

应力、应变和应变能角度建立了不同断裂准则，如最大周向

应力准则、最小应变能密度因子准则等，以求获取结构在承

受复杂载荷下裂纹的扩展角度及失稳扩展条件。参考文献 [4]

指出，类似MTS/SED的传统断裂判据预测精度依赖于材料

的力学性质，即需考虑应力状态对临界极半径的影响，从而提

出基于常临界极半径的 von Mises准则来预测结构失稳。

本节结合厚度为 5mm的 2024-T351 材料的复合型试

验结果，对比分析了不同断裂准则在加载角度、破坏载荷及

复合断裂韧度方面的预测结果，指出了针对本文结构工程应

用方面较为贴合的准则，并提出了基于加载角度的破坏载荷

公式，便于 CTS 结构剩余强度分析研究。

4.1 裂纹偏转角度

图 7 为不同断裂准则对裂纹偏转角度的预测结果。由

图 7 可知，试验角度与加载角度几乎呈线性变化，数值大小

相差不大。而通过对最大周向应力准则、Richard 准则、最

小应变能密度因子准则以及考虑塑性区影响的 von Mises

复合断裂准则对比，Richard 准则更为接近试验结果，当加

载角度小于 40º 时，4 项准则与试验结果较为接近，加载角

度为 15º 时误差最低仅为 6.8%，但当加载角度大于 40º 时，

4 项准则误差较为明显，尤其针对加载角度为 75º 时情况更

为明显，误差最高达到 15%。误差原因分析主要在于两点： 

（1）断裂准则在理论推导中忽略了 T 应力的影响；（2）断裂

准则中相关参数的选取依赖于结构的力学性质和相应的试

验数据。

图 7　不同断裂准则下复合型裂纹结构的裂纹偏转角度

Fig.7　 Crack deflection angles of CTS specimens based on dif-
ferent fracture criterions

4.2 复合断裂韧度

复合断裂韧度通常表示在 KI/KIC-KII/KIC 平面，在该平

面上 MTS 准则始终为唯一确定的曲线，不随试验材料的改

变而改变。类似的 SED 准则在该平面上也为确定曲线，与

除泊松比以外的材料性质无关。von Mises 准则虽然在复合

裂纹的扩展阻力中引入了泊松比，但对于平面应力状态，参

数为常数，同样与材料无关。Richard 准则基于试验结果拟

合得到。因此，断裂判据预测断裂的精度依赖于材料的力学

性质。图 8 为最大周向应力准则、Richard 准则、最小应变能

密度因子准则以及考虑塑性区影响的 von Mises 复合断裂

准则在复合断裂韧度曲线方面与试验结果的对比。相比来

说，在加载角度为 0º、15º 及 30º 时，最小应变能密度因子准

则与 von Mises 复合断裂准则与试验结果吻合较好；随着加

载角度的增大，Richard 准则与最大周向应力在曲线趋势及

断裂韧度值方面与试验吻合地较好，但均比试验结果偏小；
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从工程应用角度来看，针对本文复合型裂纹结构，von Mises

复合断裂准则利于工程评估，预测结果既保守又误差偏小。

图 8　不同断裂准则下复合型裂纹结构的断裂韧度曲线

Fig.8　 Fracture toughness curves of CTS structure based on 
different fracture criterions

4.3 破坏载荷

当采用断裂准则预测临界载荷时，KIC 的选取对计算

结果有着至关重要的影响。无论是最大周向应力准则中的

KIC、应变能密度因子临界值 Scr、von Mises 复合断裂准则中

的 I 型裂纹标定的临界极半径 rcr，均需试验测定的 KIC 对破

坏载荷值进行预估。根据试验测定的 KIapp 值，结合第 1 节

断裂准则公式，本文获取了如图 9 所示的破坏载荷随加载角

度的变化曲线。随着加载角度绝度值的增大，破坏载荷逐步

增大，当结构为Ⅱ型开裂时，破坏载荷达到最大。Richard 准

则与最大周向应力准则预测结果偏小，而最小应变能密度因

子准则与 von Mises 准则预测结果偏大，Richard 准则与试

图 9　加载角度对破坏载荷的影响

Fig.9　Relations between loading angle and failure load

验结果值吻合较好，但从工程应用角度看，试验结果较 von 

Mises 复合断裂准则预测值较为保守，可用于后续复合型裂

纹结构的破坏载荷预估。

根据图 9 的预测结果，利用最小二乘法对曲线拟合。

在此提出针对本文的复合型裂纹结构，可采用式（15）进行

破坏载荷评估：

P破坏=-20.47cos（α）+48.93 （15）

式中：α为复合型裂纹结果加载角度。通过对不同加载角度

的评估，式（15）与试验结果吻合较好。

根据式（15），当 α=90°时，复合型裂纹结构Ⅱ型应力强

度因子占据主导，结构为Ⅱ型开裂，P破坏=48930N。通过有限元

分析模型预测，KI=2210.86MPa·mm1/2，KII=1754.94MPa·mm1/2，因

此，可近似认为厚度为 5mm的 2024-T351材料的Ⅱ型表观断

裂韧性值为 1754.94MPa·mm1/2，且 KIapp/KIIapp=1.26。Richard

在参考文献 [6]中曾提到针对厚度为 10mm的 2024-T351

材料，复合型裂纹结构（宽度为 90mm，初始裂纹长度为

42.5mm）的 KIapp/KIIapp=1.155。因此，由于本文裂纹长度及试

件厚度不同，Ⅰ型表观断裂韧性和Ⅱ型表观断裂韧性比值有

一定的变化，但量值相差不大。

5 结论
针对复合型 CTS裂纹结构，本文采用有限元分析和试验

对已有的若干复合型断裂准则：最大周向应力准则、最小应

变能密度因子准则、基于常临界极半径的 von Mises断裂准则、

Richard相对应力强度因子准则等进行了研究；通过 CTS试件

试验数据与理论预测值、有限元模型预测数据对比，可得：

（1）本文建立的有限元模型与试验结果有较好的一

致性，可用于 CTS试件的表观断裂韧性评估。通过分析，

厚度为 5mm的 2024-T351试件的Ⅰ型表观断裂韧性值为

2210.86MPa·mm1/2，Ⅱ型表观断裂韧性值为1754.94MPa·mm1/2，

且 KIapp/KIIapp= 1.26。

（2）随着加载角度绝对值的增加，复合型裂纹结构的破

坏载荷和裂纹开裂角逐步增大，裂纹由以拉为主的拉剪复合

转变为以剪为主的拉剪复合，Ⅰ型应力强度因子逐步向Ⅱ型

应力强度因子转变。

（3）无论是破坏载荷、复合断裂韧度及裂纹开裂角，

Richard 相对应力强度因子准则与试验结果吻合较好，但破

坏载荷预测值偏小。von Mises 复合断裂准则较适合 CTS

试验件的性能工程评估，试验结果比预测值保守。

（4）本文提出了基于加载角度的 CTS 试件破坏载荷公

式，简单实用，便于 CTS 结构的剩余强度评估。 
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Analysis of Mixed-mode I-II Fracture Criterions Based on Apparent 
Fracture Toughness

Su Shaopu*，Cao Shusen，Liao Jianghai，Dong Dengke

AVIC Aircraft Strength Research Institute， Xi’an 710065， China

Abstract: The residual strength and initial crack opening direction of Compact Tension Shear（CTS）specimens of I/

II crack structure were studied based on theoretical analysis and experiments. In view of the proposed failure load for 

CTS structure，the apparent fracture toughness of mixed mode I-II crack structure can be obtained by Finite Element 

Model（FEM），which has a good agreement with experimental results. Compared the existing fracture criterion with 

experimental results in crack opening angle，limit load and mixed-mode fracture toughness，mixed model fracture 

toughness based on von Mises yield stress is most fit to engineering analysis，which provides a strong support for the 

carrying load capability analysis of mixed mode crack structure.
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