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无须模板的阵列天线方向图综合

设计方法
景阳*，范旭慧，梁军利

西北工业大学 电子信息学院，陕西 西安 710072

摘 要：阵列天线方向图综合通常须选择适当的方向图模板。然而，目前还没有方向图模板选择方案的研究，因此无法保证

现有模板的合理性。为避免所预设的方向图模板不可行，本文提出以最小化旁瓣最大值与主瓣最小值的比值为准则，构建

方向图综合优化设计问题。该问题的不等式约束是非凸且耦合的。采用罚函数法将不等式约束引入目标函数中，然后设计

一个光滑函数来逼近并替代目标函数中不可微部分，从而得到原问题的可微逼近问题，最后使用拉格朗日神经网络法求解

逼近问题进而得到原问题的近似解。仿真试验验证了本文所提方法的有效性。
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方向图综合的任务是设计一个波束形成加权矢量使得

天线阵列获得的方向图满足预设的辐射要求。方向图综合

技术已广泛应用于雷达、声呐和通信领域[1～3]。

参考文献[1]提出了最大化主瓣波束增益的同时抑制

旁瓣的恒模加权矢量方向图综合模型，并通过松弛恒模约

束构造并求解该模型的松弛凸问题。为了更好地控制波

束，参考文献[4]在满足给定方向图模板的前提下最小化加

权矢量幅值动态范围。这些阵列天线方向图综合需要给定

方向图模板。当感兴趣的（目标）波达方向角不够精确时，

那么需要设置宽主瓣方向图模板[5～8]；当强干扰存在但未获

取到其先验位置信息时，可采用低旁瓣水平的方向图模板。

选择适当的方向图模板是阵列天线方向图综合的前提。然

而，目前还没有对方向图模板选择方案的研究来保证现有

模板设置的合理性。鉴于此，与常规方向图综合准则不

同[5，6]，本文提出了一个无须预先给定模板的方向图综合设

计方法。先以最小化旁瓣水平最大值与主瓣水平最小值的

比值为准则构建的方向图综合优化问题，再结合辅助变量

与罚函数法将优化问题的不等式约束转移至目标函数中，

然后用逼近光滑函数来替代目标函数中不可微部分，从而

得到原问题的可微逼近问题，最后使用拉格朗日神经网络

（LPNN）法求解逼近问题来近似地求解原问题。

1 模型构建

考虑窄带远场方向图综合问题。假设一个相控阵配备有

N个各向同性天线，且相邻天线之间的距离相等，为d。将感兴

趣的空间角离散化为M个，即θm ∈   -
π
2 ,
π
2
 
 
 ,m= 1,…,M。阵

列天线发射波长为λ的信号，则在 θm角的阵列方向图为：

p (θm )= aHmω，其中，ω=[ ω1, ω2,⋯, ωN]T为加权矢量；am =[a1，

a2，…，aN]T为阵列导向矢量；m=1，…，M；an = ej2π
( )n - 1 dsinθm

λ , n=
1,…,N，(·) H, (·) T分别代表共轭转置和转置。
对于形态尺寸已知的相控阵，其方向图完全由阵列的

加权矢量ω决定，方向图的优化设计就是ω的优化选择。

旁瓣水平最大值与主瓣水平最小值比值定义为：

obj =
max{ }||ωHas

2
|θs ∈ ΘS

min{ }||ωHap
2

|θp ∈ ΘP
（1）
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式中：ΘS与ΘP分别为旁瓣区域与主瓣区域。

obj越小，则主瓣功率相对越大且旁瓣功率相对越小。
因此，以最小化为obj准则的方向图综合是有意义的。基于
此，无须模板的方向图综合的数学模型可构建为：

min
α ＞ 0, β, ω ∈ Ω      β

2

α

s.t.              | ωHam | 2 ≤ β,         θm ∈ ΘS,
                        | ωHam | 2 ≥ α,         θm ∈ ΘP

（2）

式中：Ω为ω的可行域。

若考虑联合控制加权矢量幅度与相位这一自由度更高

的方向图综合，则要求Ω = {ω ; ‖ ‖ω = N}[7]。为了降低幅相

控制成本、简化馈电网络设计，可考虑设计幅度变动小的加

权矢量或幅度相同的恒模加权矢量[1，4，9～11]。不妨令幅度要

求为 1，则恒模加权矢量设计问题的可行域为：Ω =
{ω ;  |ωn | - 1 = 0,    n = 1,…,N}。

2 算法

2.1 算法推导

式（2）的不等式约束非凸与多变量耦合情况，使得其求

解不易。为了消除掉非凸不等式约束，先引入辅助变量

zm = | ωHam | 2＞ 0，并定义惩罚函数gm为：

gm ( )α, β, ω =
 
 
 

 

 

max{ } zm - β,    0 ,   θm ∈ ΘS
max{ }α - zm,    0 , θm ∈ ΘP

     （3）

然后将不等式约束以惩罚项的形式引入目标函数，得

到式（2）的等价形式：

min
α ＞ 0, β ＞ 0,
ω ∈ Ω, z

   β2
α
+ ∑

θm ∈ ΘS ∪ ΘP

g2m ( )α, β, z

s.t. (zm - | ωHam | 2 ) 2 = 0, θm ∈ ΘS ∪ ΘP
（4）

式中：θm ∈ ΘS与 θm ∈ ΘP时的 g2m (α, β, ω)分别为式（2）中不

等式约束    |ωHam |≤ β, θm ∈ ΘS与 | ωHam |2 ≥ α, θm ∈ ΘP的惩
罚项。显然，当式（2）中的不等式约束满足时，惩罚项

∑
θm ∈ ΘS ∪ ΘP

g2m ( )α, β, ω =0，否则惩罚项为正值且不满足项的偏

离程度越大，其对应的惩罚项的子项值越大。

注意到式（3）是不可微函数，因此式（4）的目标函数也

是不可微的。如果能够用可微函数 g͂m来逼近不可微函数

gm，我们称 g͂m是 g͂m的可微替代函数。将式（4）的目标函数

中的gm用 g͂m替代后得到一个目标函数可微的新优化问题，

且该新问题的最优解是式（4）的近似最优解，那么我们可以

通过求解这一新问题来得到式（3）的近似解。构造如下可

微函数 g͂m[12]，当θm ∈ ΘS时：
g͂m ( )α, β, z =
 

 

 

 

 
  

 

 
  

0 若zm ≤ β
( )zm - β 2

2μm 若 β ＜ zm ≤ β + μm
zm - β - μm2 其他

（5）

当θm ∈ ΘP时：
g͂m ( )α, β, z =
 

 

 

 

 
  

 

 
  

0 若α ≤ zm
( )α - zm 2

2μm 若α - μm ≤ zm ＜ α

α - zm - μm2 其他

（5）

式中：μm,m = 1,⋯,M为大于0的实参数。根据式（5）、式（6）

及参考文献[12]，有以下两个推论。

（1）推论1

g͂m与gm的关系为 g͂m ≤ gm ≤ g͂m + μm2 ，θm ∈ ΘS ∪ ΘP。
（2）推论2

当参数μm ＞ 0越小，g͂m越逼近gm，θm ∈ ΘS ∪ ΘP。
基于推论 2的结果，本文将参数μm称为逼近因子。为

了对推论 2有更直观的了解，不同逼近因子的逼近函数 g͂m
对原函数gm逼近程度的示意图如图1所示。

图1 不同μ值与函数 g͂m对gm的逼近示意图

Fig.1 Approximation accuracy of g͂m and gm versus μ
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由推论 2与图 1可知，当 μm取值足够小时，式（5）与式

（6）的 g͂m是gm的近似，此时，g͂m可视为gm的可微替代函数。

因此，当逼近因子 μm取值较小时，通过将不可微的惩罚函

数 gm替换为其可微替代函数 g͂m的方式，得到式（4）的近似

表达式（7）：

min
α ＞ 0, β ＞ 0,
ω ∈ Ω, z

   h （ α, β, z ）

s.t. (zm - | ωHam | 2 ) 2 = 0, θm ∈ ΘS ∪ ΘP
（7）

式中：目标函数h （ α, β, z ） = β2
α
+ ∑

θm ∈ ΘS ∪ ΘP

g͂2m ( )α, β, z 。式（7）

的最优解是式（4）的近似最优解。基于此，本文将通过求解

式（7）来得到式（4）进而式（2）的近似最优解。

神经网络技术可有效地解决信号处理领域优化问

题[13，14]。本文采用LPNN[11，15]这一神经网络方法求解式（7）。

具体步骤如下：

（1）令 t = 0，随机初始化α{ }t，β{ }t，ω{ }t，上角标{t}表示算

法的第 t次迭代。

（2）构造式（7）的拉格朗日函数为：

L （ α, β, ω, z, λ ） = β2
α
+ ∑

θm ∈ ΘS ∪ ΘP
g͂2m ( )α, β, z +

∑
θm ∈ ΘS ∪ ΘP

λm ( | ωHam | 2 - zm )
2 （8）

式中：λm ＞ 0为拉格朗日因子。求拉格朗日增量：
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  
 
 

 

 

dα
dt = -

|
|
||

∂L
∂α β{ }t , ω{ }t , z{ }t , λ{ }t

dβ
dt =

|

|
||- ∂L∂β
α{ }t , ω{ }t , z{ }t , λ{ }t

dz
dt = -

|
|
||

∂L
∂z α{ }t , β{ }t , ω{ }t , λ{ }t

dω
dt = -

|
|
||

∂L
∂ω α{ }t , β{ }t , z{ }t ,λ{ }t

dλ
dt =

|
|
||

∂L
∂λ α{ }t , β{ }t , ω{ }t , z{ }t

（9）

式中：

∂L
∂α = -

β2

α2
+ 2 ∑

θm ∈ ΘS ∪ ΘP
g͂m
∂g͂m∂α

∂L
∂β =

2β
α
+ 2 ∑

θm ∈ ΘS ∪ ΘP
g͂m
∂g͂m∂β

∂L
∂z =

 

 
 
∂L
∂z1 ,⋯,

∂L
∂zM

 

 
 

T

∂L
∂zm = 2Sm (g͂m ∂g͂m∂zm - λm ( | ωHam | 2 - zm ))
∂L
∂ω = 4 ∑θm ∈ ΘS ∪ ΘP

λm ( | ωHam | 2 - zm ) aHmamω
∂L
∂λ =

 

 
  S1 ( | ωHa1 | 2 - z1 ) 2,⋯, SM ( | ωHaM | 2 - zM ) 2 

 
  

T

Sm =  
 
 

1 若θm ∈ ΘS ∪ ΘP
0, 其他

当θm ∈ ΘS时：
∂g͂m∂α = 0

∂g͂m∂β =
 

 

 

 
 
 
 

0 若zm ≤ β
β - zm
μm

若β ＜ zm ≤ β + μm
-1 其他

∂g͂m∂zm =
 

 

 

 
 
 
 

0 若zm ≤ β
zm - β
μm

若β ＜ zm ≤ β + μm
1 其他

当θm ∈ ΘP时：

∂g͂m∂α ==
 

 

 

 
 
 
 

0 若α ≤ zm
α - zm
μm

若α - μm ≤ zm ＜ α
1 其他

∂g͂m∂β = 0，

∂g͂m∂zm =
 

 

 

 
 
 
 

0 若α ≤ zm
zm - α
μm

若α - μm ≤ zm ＜ α
-1 其他

m = 1,⋯,M。
（3）将式（10）中的符号 x分别用α, β, ω， z， λ替代，可更

新得α{ }t + 1 , β{ }t + 1 , ω{ }t + 1 , z{ }t + 1 , λ{ }t + 1：

x{ }t + 1 = x{ }t + ρ dxdt （10）

对于可行域ω ∈ Ω，可在式（10）的基础上采用投影法。

例如，对于要求ω恒模的可行域，将式（10）的结果直接投影

到单模空间上来更新变量ω{ }t + 1，即ω{ }t + 1 = ej2π∠ ( )ω{ }t + ρ dωdt 。

（4）考虑到当目标函数值 h (α{ }t + 1 , β{ }t + 1 , ω{ }t + 1 ) 与
h (α{ }t , β{ }t , ω{ }t )的差异足够小时，可将h (α{ }t + 1 , β{ }t + 1 , ω{ }t + 1 )
近似地看作是目标函数 h (α, β, ω)的极小值，从而得到式
（3）的近似解，即 α = α{ }t + 1 , β = β{ }t + 1 , ω = ω{ }t + 1，进而近似

76



景阳 等：无须模板的阵列天线方向图综合设计方法

求解式（2）。因此，本文将迭代停止条件设置为：

|| h ( )α{ }t + 1 , β{ }t + 1 , ω{ }t + 1 - h ( )α{ }t , β{ }t , ω{ }t

|| h ( )α{ }t + 1 , β{ }t + 1 , ω{ }t + 1 ≤ cri，其中 cri为用

户设置参数。当满足迭代停止条件时，停止迭代并输出α =
α{ }t + 1 , β = β{ }t + 1 , ω = ω{ }t + 1；否 则 ，令 t = t + 1 并 执 行
步骤（2）。

2.2 算法分析

（1）因为 α＞0，故 β2

α
是凸函数[16]。根据式（5）与式（6），

g͂2m (α, β, z)是凸函数。又λm ＞0，则 ∑
θm∈ΘS∪ΘP

λm ( )||ωHam
2-zm

2

是凸函数。因此L （ α, β, ω, z,λ ）是凸函数。
（2）根据式（5）和式（6）可知，总是能够找到一个足够小

的逼近因子 μm ＞ 0，使得情形 β ＜ | ωHam | 2 ≤ β + μm与 α -
μm ≤ |ωHam |2 ＜ α不出现，从而规避了多维变量ω的 4次方

运算，降低算法的计算复杂度。因此，可取μm ＞ 0足够小来
降低本文方法的计算复杂度。

（3）当 Ω = {ω ; ‖ ‖ω = N}时，约束集 α ＞ 0, β ＞ 0, ω ∈ Ω
为凸，又L （ α, β, ω, z, λ ）是凸函数，故式（10）的x{ }t + 1 随着 t的

增加而逼近式（9）在该约束集上的全局最优解；而当Ω =
{ω ;  |ωn | - 1 = 0,    n = 1,…, N}时，约束集 α＞0, β＞0, ω∈Ω非
凸，基于式（10）得到式（9）在该约束集上的局部解。

3 仿真试验
本节通过MATLAB仿真试验对本文算法的收敛性、参

数选取、初始化影响及方向图综合分别进行分析。

3.1 收敛性

本试验研究本文算法的收敛性。设阵元数N = 50的均
匀线性阵列，相邻天线之间的距离为半波长即 d=λ/2，
感兴趣的目标所在方向为ΘS ={0∘}，旁瓣方向为ΘP = { -
90∘, - 89∘, ⋯, - 4∘} ∪{4∘,⋯, 89∘, 90∘}，步长ρ= 0.1，μm = 10-4，
要求 ω 恒模，cri=0.0005。图 2 为式（7）的目标函数

h （ α, β, ω ）值随迭代次数变化的曲线图。从图 2中可以看

出，本文方法是收敛的。

3.2 步长参数

本试验探究不同步长的选取对本文算法结果的影响情

况，从而为选取步长参数提供统计依据。采用同试验 1相

同的阵列配置与主瓣旁瓣范围。步长 ρ遍历选取集合

{0.01}∪ {0.1,0.2,⋯,1}中的值。对于每个步长，进行MT =
100次不同初始化的蒙特卡罗试验，然后统计得出不同 ρ值
对应的最小目标函数值min (h)、最大目标函数值max (h)、目
标函数均值mean (h)与算法平均耗时这 4个方面的算法性

能，并将这些统计值绘制为图3。

根据图3可知，本文算法的平均耗时随着步长ρ的增大

而增加；当 ρ取值为0.1、0.3与0.6～1.0时，min (h)、max (h)以
及mean (h)均较小。因此，综合考虑耗时较少且目标函数
取值较低的要求，本文步长设置为0.1。

3.3 初始化

本试验揭示初始化对本文算法性能的影响情况。采用

同验 1相同的阵列系统来设计恒模ω，选取步长 ρ = 0.1，其
他参数设置与试验 1相同。进行MT=100次不同初始化的

图2 h值随迭代次数变化曲线

Fig. 2 h versus number of iterations

图3 不同ρ值的算法性能

Fig.3 Performance versus ρ
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蒙特卡罗试验，计算obj并绘制其直方图，如图4所示。

由图 4可知，虽然本文算法的波束效果受初始化值影

响，得到的 10log10 (obj)在-21.02～17.75dB范围内；注意到

obj大部分集中于-21.02～18.75dB，说明本文算法受初始值

的影响有限。

3.4 恒模方向图设计

本试验与目前较为先进的方法进行对比，展示本文算

法在恒模窄波束方向图设计方面的优势。参考文献[1]与

参考文献[9]～参考文献[11]仿真试验对比中具有显著优势。

因此，本文只与其中效果最好的参考文献[1]方法进行比

较。设归一化方向图为：

10log10 ( | ωHaθm | 2 /min{| ωHap | 2 |θp ∈ ΘP}) ,
θm ∈  

 
 - π2 ,

π
2
 
 
 ,m = 1, …,M

首先研究恒模窄波束方向图综合。设计恒模ω，设阵元

数N = 50的均匀线性阵列，相邻天线之间的距离为半波长即
d = λ/2，感兴趣的目标所在方向为ΘS ={ - 2∘,⋯,2∘}，旁瓣方
向为ΘP ={- 90∘, - 89∘,⋯, - 6∘}∪ {6∘,⋯89∘,90∘}，步长ρ=0.1、
μm = 10-6，cri = 10-5。图5与图6分别为本文方法与参考文

献[1]方法所设计的归一化窄主瓣方向图与加权矢量的模。

为了更清晰地对比本文方法与参考文献[1]方法，在图 5中

本试验将主瓣区域、过渡区域、旁瓣区域用竖实线分割。由

图 5 与图 6 可知，本文方法的方向图最高旁瓣水平

10log10 (obj) =-16.11dB低于参考文献[1]方法的-11.29dB，且

本文方法为恒模，而参考文献[1]的方法无法保证恒模。

对于恒模宽主瓣方向图综合，设阵元数N = 20的均匀

线性阵列，相邻天线之间的距离为半波长即 d = λ/2，主瓣
方向为：

ΘS ={- 14∘,14∘}
旁瓣方向为：

ΘP ={- 90∘, - 89∘, ⋯, - 19∘}∪ {19∘,⋯ , 89∘, 90∘}
步长 ρ = 0.1, μm = 10-6，cri = 10-5。本文方法与参考文

献[1]方法所设计的归一化恒模宽主瓣方向图如图 7所示，

图 8为其加权矢量的模的示意图。由图 7与图 8可知，本

文方法的最大归一化波束的旁瓣功率为-17.1387dB，而参

考文献[1]的为-9.64dB，且对于恒模要求，本文方法可以满

足而参考文献[1]的方法无法满足。

综合图 5～图 8可知，本文方法所设计的方向图与参考

文献[1]方法相比主瓣水平和旁瓣水平之间的差距较大，即

本文方法设计的方向图在具有相同水平的主瓣功率的情况

下，其旁瓣功率更低。

图4 10log10 (obj)的直方图（MT=100）
Fig.4 Histogram of 10log10 (obj) for MT=100

图5 归一化窄波束方向图

Fig.5 Normalized beampattern with narrow mainlobe

图6 加权矢量ω的模

Fig.6 Amplitude of the weighted vector ω
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4 结论

选择适当的方向图模板是常规阵列天线方向图综合的

前提。然而，目前还没有对方向图模板选择方案的研究来

保证现有模板设置的合理性。鉴于此，本文提出了一个无

须预先给定模板的、以最小化旁瓣波束最大值与主瓣波束

最小值的比值为准则的方向图综合设计方法。由于分式目

标函数导致优化问题是非凸、非线性的。为了求解该问题，

本文提出一个综合采用惩罚函数法、光滑逼近函数与

LPNN法的迭代算法。仿真试验验证了本文算法的有效

性。
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Design Method of Array Antenna Beampattern Synthesis without Mask

Jing Yang*，Fan Xuhui，Liang Junli

School of Electronic and Information，Northwestern Polytechnical University，Xi＇an 710072，China

Abstract: Generally, array antenna pattern synthesis needs to select an appropriate pattern mask. However, the

rationality of the preset mask cannot be guaranteed owing to the fact that there is no research on pattern mask

selection scheme. To avoid the impracticability of the preset mask, this paper constructed a pattern synthesis

optimization problem with the criterion of minimizing the ratio of the maximum sidelobe level to the minimum mainlobe

level. The inequality constraints of the problem are nonconvex and coupled. To deal with this problem, we used the

penalty function method to add inequality constraints into the objective function, and designed a smooth function to

approximate and substitute the nondifferentiable part of the objective function, then obtained a differentiable

approximation problem. Finally, the approximate solution to the original problem is obtained by using Lagrange

programming neural network method to solve the approximate problem. The effectiveness of the proposed approach

is demonstrated via numerical examples.

Key Words: beampattern synthesis; non-differential function; smooth function; without mask; lagrange programming

neural network
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