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摘 要：球面碟簧是精密微小组件的核心部件，其位移特性直接决定了组件系统的可靠性和稳定性。为了快速准确预测球

面碟簧位移特性，提出了基于大挠度薄板弯曲理论的碟形弹簧力学建模方法，开发了精密微小组件球面碟簧的等效模型，该

模型包含一个取值区间在[0,1]范围内的等效因数；构建了球面碟簧三维有限元模型，讨论了球面碟簧等效模型关键等效因

数的选取与确定方法。研究结果表明，球面碟簧小径和球面半径对最优等效因数影响不大，而球面碟簧厚度与高度影响显

著；球面碟簧厚度越厚，高度越高，则等效模型与有限元计算误差整体越大，且位移特性曲线稳定区段逐渐变窄。以此为基

础，将最优等效因数看作包含球面碟簧厚度和高度尺寸信息的无量纲函数，通过多项式拟合得到最优等效因数无量纲表达

式，提高了精密微小组件球面碟簧等效模型预测精度。
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机械摆式加速度计是惯性导航系统的敏感器件，已被广

泛应用于航空、航天、航海等领域，其性能直接决定了惯性导

航和制导系统精度[1-5]。球面碟簧是机械摆式加速度计微小

锁紧机构的核心部件，其位移特性直接决定着锁紧机构连接

载荷的水平和稳定性，从而影响加速度计摆组件的安装状态

和零偏误差。

目前，国内外关于碟簧载荷—变形特性研究均以标准碟

簧为研究对象，主要有三种方法：A-L近似解法、基于弹性板

壳理论的解析方法和有限单元法。A-L近似解法由美国学

者 J.O. Almen和A. Laszio 提出[6]，该理论简单，且计算方便，

在工程中被广泛使用，国标中针对标准碟簧给出的载荷—变

形特性和应力分量计算方法便基于此方法，但该方法存在一

定的假设条件，仅适用于高厚比h/t≤1.18和内外径比D/d≤2的

低锥度碟簧。为了扩大该理论的适用范围，在A-L解法基础

上，有学者假设碟簧截面绕某一中心转动，考虑了切应力和径

向应力的联系，得到了更准确的计算方法[7]。

众多学者尝试采用板壳理论直接求解碟簧刚度特性。

Huebner[8]采用一般轴对称圆锥壳体理论分析了碟簧变形和

应力特性，获得了碟形弹簧设计准则。国内易先忠基于厚

板弯曲变形理论建立了较高精度的碟簧载荷—变形数学模

型[9]，后续通过考虑实际结构特征和工作特点，进一步提出

运用板壳理论中具有初始曲率大挠度的薄板弯曲模型，建

立了更为简化的解析模型[10]。

近年来，有限元技术被广泛应用于碟簧特性分析之中。

Dubey等[11]利用有限元方法对碟簧应力应变进行分析，并

与理论计算结果进行对比。武锐等[12]建立了组合碟簧有限

元模型，并通过试验测试数据进行修正，分析了不同碟簧组

合形式下的静刚度特性。苏军等[13]建立了碟簧二维和三维

有限元模型，改进了碟簧加载方法，获得了不同类型碟簧的

非线性变形特性曲线。

然而，对于球面碟簧而言，一方面其受载过程中，扇环

状剖面绕某一中心点转动的假设不成立，A-L近似解法无
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法直接使用；另一方面，球面碟簧具有几何和材料非线性

特点，使得基于板壳理论建立解析模型变得尤为复杂；另

外，有限元方法往往针对具体对象和个案，缺乏通用性，无

法在工程实际中大规模使用。因此，针对上述问题，本文

提出基于大挠度薄板弯曲理论的碟形弹簧力学建模方法，

以此为基础，开发精密微小组件球面碟簧的等效模型，并

利用有限元技术研究球面碟簧等效模型关键等效因数的

选取与确定方法，找到影响等效因数的关键尺寸因素，并

通过多项式拟合得到最优等效因数无量纲表达式，据此提

高精密微小组件球面碟簧等效模型的预测精度。

1 基于大挠度薄板弯曲理论的碟形弹簧力学

建模方法
通过分析碟形弹簧在工作过程中的受力状态，本文提

出以下假设条件[6,10,14]：（1）碟簧的矩形横截面在承受载荷时

不变形，只是绕中点转动，即忽略径向应力的影响；（2）碟簧

外加载荷和支撑面反作用力沿内、外圆周均匀分布；（3）材

料为线弹性体，各向同性；（4）忽略摩擦力影响；（5）碟簧经

淬火、喷丸、强压处理产生的内应力不予考虑。

为了综合考虑工程碟形弹簧薄膜内力、弯曲内力和中

面变形三者的组合效应，可采用大挠度薄板弯曲理论建立

碟形弹簧的基本方程组。同时，考虑到碟形弹簧本身带有

一定的原始锥度，将碟形弹簧简化为具有初始曲率的大挠

度薄板弯曲模型，其中锥形碟簧示意图如图1所示。

利用伽辽金方程，根据边界约束条件，可得碟形弹簧位

移特性的解析解为[15]：
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式中：f为碟形弹簧内圆周中面上的位移。

由弹性力学理论可知，碟形弹簧的最大内应力分布在

其内、外缘的圆周上，即图1中Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ和Ⅳ的4点，且有如下

的应力分量表达式：
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由式（2）和式（4）可知，σⅠ始终是负值，即为压应力；σⅢ

始终是正值，即为拉应力。且不难证明，对于任意的直径比

c，总有|σⅠ|>|σⅢ|，即最大切向应力总是出现在碟形弹簧内缘

圆周的上表面（Ⅰ点）。

2 球面碟簧等效建模方法
目前，基于大挠度薄板弯曲理论的碟形弹簧力学建模

方法已被广泛应用于锥形碟簧的位移与刚度特性的分析之

中。然而，该理论尚且存在一定的局限性，无法直接应用于

描述精密微小组件球面碟簧的位移与刚度特性。

图2为某型号机械摆式加速度计中使用的球面碟簧截

面尺寸示意图，其中球面碟簧的厚度T=0.1mm，中曲面曲率

半径 SR=7mm，则 T/SR=1/70。图 3 为其截面简化图，图 4 为

其截面尺寸关系简化图。
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图1 碟形弹簧示意图

Fig.1 Schematic diagram of the conical disc spring
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图2 球面碟簧截面示意图

Fig.2 Schematic diagram of spherical disc spring cross-section

75



航空科学技术 Apr. 25 2020 Vol. 31 No.04

由板壳理论可知[15-16]，当 T/SR的最大值远远小于 1，且

可忽略时，定义该结构属于薄壳，反之则为中厚壳或厚壳。

而在工程计算中，一般认为 T/SR<1/20时，该类板壳结构属

于薄壳。由此可见，精密微小组件球面碟簧属于薄壳理论

的范畴，与锥形碟簧求解理论类似。

同时，由图1和图2可见，在几何结构方面，球面碟簧的

横截面与锥形碟簧近似相等，虽然球面碟簧横截面呈现圆

形，但其弧长值接近薄板长度；在力学特性方面，球面碟簧

在轴向载荷变形过程中，也存在薄膜内力、弯曲内力和中面

变形三者的组合效应；同时，利用微积分原理发现，当沿着

碟簧高度进行微分时，在碟簧高度足够小情况下，球面碟簧

与锥形碟簧受力分析结果基本一致。因此，对于精密微小

组件而言，球面碟簧与锥形碟簧在几何和力学层面存在高

度的相似性，这就为基于准确的锥形碟簧解析模型建立等

效的球面碟簧力学模型提供了可能性。

为了获得简单的球面碟簧等效力学模型，本文假设任

意一种球面碟簧在力学特性层面上均存在与之等效的某一

锥形碟簧结构，且内径与高度相一致，具体如图4所示。由

图可知，母线为AB弧线的球面碟簧等效为母线为AD直线

的锥形碟簧，且相交于F点。

引入等效因数λ，可得交叉点几何尺寸有如下关系：

AE = λAC = λH0 (λ ∈ (0,1) ) (6)

且满足几何约束条件：

R2 2 - R1 2 + H0 2 = 2H0 SR 2 - R1 2 (7)

式中：R1为碟簧小径半径，单位为mm，且R1=d/2；R2为碟簧

大径半径，单位为mm，且R2=D/2。

由式（6）和式（7）可得，等效锥形碟簧的大径直径D可

表达为：

D = 2
λ
é
ë
ê R1 2 - λ2H0 2 + 2λH0 SR 2 - R1 2 - R1ùûú (8)

将等效锥形碟簧的大径D带入式（1）~式（5），便可获得

球面碟簧的位移和力学特性表达式。

可以看出，该表达式中包含一个取值区间在[0,1]范围

内的等效因数 λ。此时，模型等效问题转化为在[0,1]内寻找

合适的λ值，从而实现加载力与位移关系的等效。

3 球面碟簧位移特性有限元仿真分析
为了反求球面碟簧等效因数的最优值，本文利用

ANSYS构建了球面碟簧三维有限元模型，并将位移特性的

仿真分析结果作为衡量等效模型准确性的目标。

本文选取某型号机械摆式加速度计的球面碟簧作为研究对

象，材料为铍青铜，具体几何尺寸与材料参数见表1。表1中，T

为厚度，d为碟簧小径直径，D为碟簧大径直径，H0为碟簧高度，SR

为球面半径，E为碟簧材料弹性模量，ν为材料泊松比。

图 5 为球面碟簧参数化有限元分析模型，网格单元采用

SOLID186实体单元，球面碟簧大端底面施加 z向（轴向）位移

约束，小端上表面施加-z向位移载荷，用于模拟球面碟簧承受

的工作载荷，根据国标标准要求，碟簧轴向位移载荷一般小于

其高度的70%。在有限元分析过程中，通过提取小端位移变化

量和大端反力合力，构成球面碟簧的位移特性曲线。
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图3 球面碟簧截面简化图

Fig.3 Simplified diagram of spherical disc spring cross-section
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图4 基于薄板大变形的等效结构简化示意图

Fig.4 Simplified schematic diagram of the equivalent structure

based on large deformation of thin plates

表1 球面碟簧几何尺寸与材料参数

Table 1 Geometry and material parameters of spherical

discspring

项目

几何尺寸

材料参数

T/mm

d/mm

D/mm

H0/mm

SR/mm

E/GPa

ν

数值

0.1

1.6

5

0.4

7

1.201

0.3
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图 6为球面碟簧最大载荷下变形云图，图7为球面碟簧位

移特性变化曲线。由图6和图7可知，球面碟簧位移—力关系

呈现明显的先增大后减小的非线性变化趋势，且在最高点存在

一定的稳定区域。产生该非线性的现象主要为三方面原因：(1)

球面碟簧结构的几何非线性；(2) 碟簧与支承面的接触非线性；

(3) 碟簧受压时其支承位置会随载荷沿径向滑动，从而引起系

统刚度的变化。本文将通过对比不同等效因数下等效模型计

算的位移特性结果与有限元分析结果，并选择结果误差最小对

应的等效因数为该型号球面碟簧的最优等效因数。

位移特性等效模型解算结果与仿真分析结果相对误差

表达式如下：

%ErrorPi = | Pi - PFEM,iPFEM,i | × 100% (9)

式中：i为球面碟簧位移加载次数，Pi为第 i次加载后等效模

型计算的轴向载荷结果，PFEM,i为第 i次加载后有限元提取的

轴向载荷结果。

4 分析与讨论
4.1 等效因系数选取与确定

在[0,1]区间内对等效因数 λ进行细化，区间均分为500

份，并将生成的λ值带入式（8），计算出相应的等效锥形碟簧

大径D，进而代入式（1），从而获得球面碟簧位移特性表达

式，利用式（9）计算与有限元结果的相对误差，最终选择误

差最小的等效因数为最优等效因数。对于本文所选型号的

球面碟簧，几何尺寸及材料属性见表 1，通过计算可得最优

因效系数为0.6540，且最大相对误差为3.6%，对比分析曲线

如图8所示。

4.2 等效因数影响因素分析

为了分析球面碟簧几何尺寸对最优等效因数的影响，本文

在等效因数不变情况下，即 λ=0.6540，对不同几何尺寸组合下

（碟簧小径直径d、球面半径SR、厚度T和高度H0）球面碟簧等效

模型预测的最大误差进行统计分析，见表 2。可以看出，当球

面碟簧小径变化时，等效模型计算最大误差小于5%；球面半径

变化时，最大误差小于6%；然而，球面碟簧厚度变化时，等效模

型计算最大误差接近 10%；球面碟簧高度变化时，最大误差超

过60%。由此可见，球面碟簧小径和球面半径对最优等效因数

λ影响不大，而球面碟簧厚度与高度影响显著。因此，球面碟簧

等效因数 λ可看作与球面碟簧小径和球面半径无关，而与球面

碟簧厚度和高度相关的无量纲数值。

图 9和图 10分别为不同厚度下球面碟簧的位移特性变化

曲线和等效模型计算误差曲线。由图可见，厚度越厚，等效模

型计算误差整体变大，且位移特性曲线稳定区段逐渐减弱；同

时，随着厚度增大球面碟簧刚度明显变大，最大承载能力显著

图8 等效解析与有限元分析结果

Fig.8 Comparison results between equivalent

model and FE model

图5 球面碟簧参数化有限元分析模型

Fig.5 Parametric FE model of spherical disc spring

图6 球面碟簧最大载荷作用下变形云图

Fig.6 Deformation contour of spherical disc spring

under maximum external loads

图7 球面碟簧位移特性变化曲线

Fig.7 Load curve with deformation of spherical disc spring
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增强。图11和图12为不同高度下球面碟簧的位移特性曲线和

等效模型计算误差曲线。由图可见，球面碟簧高度越高，等效

模型计算误差大幅增大，且位移特性曲线稳定区段也相应减

弱；同时发现，随着高度增大，球面碟簧最大承载力也越大。

4.3 等效因数表达式无量纲描述

由上述分析可知，最优等效因数λ可看作包含球面碟簧

厚度和高度尺寸信息的无量纲函数。同时，通过分析锥形

碟簧公式（11）发现，其位移特性与高度和厚度比（H0/T）直

接相关。因此，本文通过反求不同球面碟簧高厚比下的最

优等效因数，试图找到两者之间的数学表达式。

本文设计了7组案例进行分析，分别为H0/T=4.0、4.5、5.0、

5.5、6.0、6.5 和 7.0，并反求得到相应的最优等效因数 λ=0.654、

0.588、0.516、0.446、0.376、0.314和 0.262。图 13为两者关系曲

线，通过多项式拟合可得最优等效因数λ无量纲表达式如下：

λ=0.0049( H0
T
)3 -0.075( H0

T
)2 +0.2391H0

T
+0.584 (10)

其中，多项式回归方程与真实数据输出之间的相似程

度R2=0.9999，说明拟合表达式可信度高。

表2 不同几何尺寸组合下等效模型最大相对误差

Table 2 Maximum relative error of equivalent model under

different geometrical dimensions

编号

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

d/mm

1.2

2

2.6

3.2

1.2

1.2

1.2

1.2

1.2

1.2

1.2

1.2

1.2

1.2

SR/mm

7

7

7

7

5

10

14

7

7

7

7

7

7

7

T/mm

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.1

0.1

0.1

0.1

H0/mm

0.4

0.4

0.4

0.4

0.4

0.4

0.4

0.4

0.4

0.4

0.2

0.3

0.5

0.6

最大误差/%

3.6

3

3.7

4

6

5

6

8

9

7

7

6

26

61

图10 不同厚度下球面碟簧等效模型计算误差曲线

Fig.10 Calculation error of spherical disc spring

equivalent model under different thicknesses

图9 不同厚度下球面碟簧位移特性变化曲线

Fig.9 Displacement characteristics of spherical

disc springs under different thicknesses

图11 不同高度下球面碟簧位移特性曲线

Fig.11 Displacement characteristics of spherical

disc springs under different height

图12 不同高度下球面碟簧等效模型计算误差曲线

Fig.12 Calculation error of spherical disc spring

equivalent model under different height
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5 结论
通过分析，得出以下结论：

（1）提出了基于大挠度薄板弯曲理论的碟形弹簧力学建模

方法，以此为基础，开发了精密微小组件球面碟簧的等效模型，

该模型包含一个取值区间在[0,1]范围内的等效因数λ。

（2）构建了球面碟簧三维有限元模型，分析了位移特性

曲线，系统讨论了球面碟簧等效模型关键等效因数λ的选取

与确定方法。

（3）研究表明：球面碟簧小径和球面半径对最优等效因数 λ影

响不大，而球面碟簧厚度与高度影响显著；球面碟簧厚度越厚，等

效模型与有限元计算误差整体变大，且位移特性曲线稳定区段逐

渐减弱，球面碟簧刚度明显变大，最大承载能力显著增强；球面碟

簧高度越高，等效模型与有限元计算误差大幅增大，位移特性曲线

稳定区段相应减弱，球面碟簧最大承载力有所增加。

（4）将最优等效系数λ看作包含球面碟簧厚度和高度尺

寸信息的无量纲函数，通过多项式拟合得到最优等效因数 λ

无量纲表达式，提高了精密微小组件球面碟簧等效模型预

测精度，后续将开展相关试验研究，进一步验证所提等效模

型的正确性。
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Equivalent Modeling Approach of Spherical Disc Springs for Precision Miniature
Components
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Abstract: Spherical disc springs are the core components of precision miniature assembly, and their displacement

characteristics directly determine the reliability and stability of the assembly systems. In order to quickly and accurately

predict the displacement characteristics of spherical disc springs, this paper presents a mechanical modeling method for

disc springs based on the thin plate flexure theory with large deflection. Consequently, an equivalent model of spherical disc

springs for precision miniature components is developed. The model involves an equivalent coefficient with the range of [0,

1]. The three-dimensional Finite Element (FE) model of the spherical disc spring is built to determine the key equivalent

coefficient. The analysis results show that the internal radius and spherical radius of spherical disc spring have little effect on

the optimal equivalent coefficient, while the thickness and height have significant influence; The increases of the thickness

and height will increase the calculation error between the equivalent model and FE model, and the stable range of the

displacement characteristic curve is gradually narrowed. Based on this, the optimal equivalent coefficient as a dimensionless

function with the thickness and height of the spherical disc spring is obtained by polynomial fitting, which can improve the

prediction accuracy of the spherical disc spring equivalent model for precision miniature components.

Key Words: spherical disc spring; shell theory; equivalent model; large deflection; displacement characteristics
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