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力矩不可达情况下的控制分配算法
及其在倾转旋翼机中的仿真研究
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摘 要：针对过驱动飞行控制系统的操纵量冗余问题，本文提出了一种基于零空间的控制分配算法。首先对现有的零空间

控制分配算法进行了改进，使其在期望力矩不可达的情况下同样具有良好的适用性；其次研究了期望力矩不可达情况下控

制分配环节对系统控制性能的影响，将实际力矩与期望力矩的误差矢量作为系统已知的匹配不确定项设计了积分滑模控制

器。研究表明，该方法具有时间复杂度低、求解精度高的特点，有效降低了期望力矩不可达对系统的影响，提升了系统的动

态性能。
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在传统飞行器中，通常采用升降舵、副翼及方向舵这三

组气动操纵舵面分别对飞行器的俯仰、滚转及偏航飞行姿

态进行控制[1]。但在实际飞行控制系统中，传统飞行器的

副翼及方向舵在滚转和偏航力矩上常常是耦合的，因此如

何通过操纵舵面的偏转组合来提供期望的滚转及偏航力矩

催生了最初的控制分配问题。同时，随着现代飞行器对于

性能要求的不断提高[2-4]，现代飞行控制系统通常在设计的

过程中引入冗余的操纵舵面成为过驱动系统，这使得现代

飞行器拥有三个以上的操纵量[3]。为了解决这一困难，针

对过驱动飞行器的控制分配策略应运而生[5]。

时间复杂度低、精确度高、能够充分考虑操纵量物理约

束的控制分配算法一直是研究的重点[6-11]。在传统的控制

分配算法中，伪逆法最具实时性及精确性。但由于伪逆法

并未考虑操纵量的物理约束，所求得的伪逆解容易出现饱

和。因此，改进伪逆法，使得控制分配策略既能够在一定程

度上保持伪逆法的实时性及精确性两大优点，还能够充分

考虑操纵量的物理约束一直是研究的重要方向之一[12-15]。

尽管有些控制分配算法在一定程度上解决了因期望力

矩不可达导致的基于零空间的伪逆算法无法有效分配这一

问题[16]，但增加了算法的时间复杂度。针对这一问题，本文

提出了一种基于零空间伪逆的控制分配算法，既能够在一

定程度上处理期望力矩不可达的情况，还能够降低因算法

串联所导致的算法时间复杂度的提高，并采用积分滑模控

制器(integral sliding mode controller, ISMC)对系统进行控

制，确保了系统在期望力矩不可达情况下的鲁棒性。

1 倾转旋翼机操纵布局
本文研究的无人倾转旋翼机具有 9个操纵机构，分别

是总距、横向周期变距、纵向周期变距、总距差动、纵向变距

差动、副翼、升降舵、方向舵，以及过渡模式特有的短舱

倾角。

倾转旋翼机在起飞、着陆、悬停与低速飞行时均以直升

机模式飞行，此时短舱与机身垂直，即短舱倾角β=90º，体现

了直升机的操纵特点。其操纵特性表现为总距操纵控制垂

向运动，总距差动控制滚转运动，纵向周期变距控制纵向运

动，纵向周期变距差动控制航向运动。
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随着前飞速度的增加，机翼的升力逐渐增加，短舱逐渐

由垂直向水平倾转，同时使旋翼的拉力矢量逐渐演变为前

向拉力。当短舱倾转到水平位置，即短舱倾角β=0º时，飞行

模式切换至固定翼模式，旋翼以螺旋桨的形式提供前飞拉

力，机翼的升力则用来平衡飞机的重力，此时旋翼机体现出

了固定翼的操纵特点。其操纵特性为总距控制前飞速度，

升降舵控制飞机的纵向姿态，方向舵控制航向运动，副翼控

制滚转运动。

在倾转过渡模式即短舱倾角 β∈（0º，90º）时，旋翼机的

操纵特性表现为旋翼的周期变距作用逐渐弱化，舵面操纵

功效逐渐增强的过程。其布局示意图如图1所示。

2 基于零空间的控制分配算法
2.1 问题描述

考虑一个标称线性时不变的过驱动系统描述如下：

{ẋ ( t ) = Ax ( t ) + Bu ( t )y ( t ) = Cx ( t ) (1)

式中：x ( t ) ∈Rn为系统的状态变量；y ( t ) ∈Rk为系统的输出矢

量；矩阵A、矩阵B和矩阵C分别为系统的状态矩阵、输入矩

阵及输出矩阵，且满足相应的维数；过驱动系统的操纵量矢

量为u ( t ) ∈Ωu ={ u ( t ) | uimin ≤ ui ( t ) ≤ uimax}，其中uimax和uimin分

别为第 i个操纵分量的上下界。

由系统的过驱动特性，假设式(1)中系统的状态已经过

调整且矩阵B可以被分为如下形式：

B = é

ë
êê

ù

û
úú

B1
B2

(2)

式中：B1 ∈R(n-l )× m，B2 ∈Rl × m，且满足 B1 <<  B2 、 B2 = 1，
即B2BT2 = Ik。矩阵B2代表了主要的贡献量。为引入伪控

制量，定义：

v ( t ) = B2u ( t ) (3)

式中：v ( t ) ∈ Rl表示系统的伪控制矢量，B2为系统的控制分

配矩阵。

在式(3)所代表的控制分配环节中，具体的控制分配问

题可以描述如下：

ì

í

î

ïï
ïï

min
u ( t) J (u ) = u ( t )Tu ( t )
st. v ( t ) = B2u ( t )

uimin ≤ ui ( t ) ≤ uimax,i = 1,2,⋯,m
(4)

2.2 力矩不可达情况下的控制分配算法

针对式(4)所表示的控制分配问题，首先求解该控制分

配问题的伪逆解：

up ( t ) = Pv ( t ) (5)

式中：P = BT2 (B2BT2 )-1 = BT2 为控制分配矩阵 B2 的伪逆，

up ( t )为式(4)表示控制分配问题的伪逆解。

那么显然当伪逆解满足操纵舵面的物理约束时，所得

的伪逆解即为控制分配问题的最优解。但当伪逆解不满足

操纵面物理约束时，可以通过引入矩阵B2的零空间矢量

un ( t )对所得伪逆解进行修正：

u ( t )=up ( t )-un ( t ) (6)

式中：un ( t )满足B2un ( t ) = 0且能够表示为un ( t )=Nvf，其中

N为矩阵B2的一组零空间基，vf 为表示基的线性组合的自

由矢量，因此式（6）可以表示为：

u ( t ) = up ( t )-Nvf (7)

据式(7)可以求得：

vf ( t ) = N T ( NN T)-1Δ ( t ) (8)

式中：Δ ( t ) = up ( t ) -u ( t )为调节矢量的方向矢量。

已知当期望力矩不可达时，采用基于零空间的伪逆

(pseudo-inverse along the null-space, PAN)控制分配策略无

法使得修正后的控制分配结果位于操纵舵面的物理约束之

内。因此，在对伪逆解中某一超出约束的元素向约束内修

正的同时，原本位于约束中其他的部分元素必将因为这一

调整动作超出物理约束范围。因此当期望力矩不可达，采

用 PAN算法对伪逆解进行调节是没有实际意义的。但在

图1 倾转旋翼机布局示意图

Fig.1 Layout of tilt rotor
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调节的过程中，PAN算法通过不断调节超出操纵舵面物理

约束幅度最大的舵面，可使得操纵舵面偏转指令在调节的

过程中围绕着期望力矩的最大可达力矩不断地变化。

这种方法通过定义一个记录矢量um，用来记录在修正

伪逆解的每一次循环过程中，操纵面偏转指令所产生的实

际力矩距离期望力矩最接近的值。这样，在期望力矩不可

达的情况下，在一次PAN算法达到迭代次数后所得到的操

纵量偏转指令即为迭代过程中所提供的实际力矩最接近期

望力矩的控制分配结果。

那么，假设在第 i次迭代中，经PAN算法调节后所得到

的操纵舵面偏转指令为ui，由于存在操纵舵面物理约束，实

际输出的操纵舵面偏转指令为 sat [ ui]，则由式(3)定义的控

制分配问题可知，实际的输出力矩为：

v̄i ( t ) = B2sat [ ui ( t ) ] (9)

记录矢量 um在首次循环结束时初始化为第一次循环

结束后的 sat [ ui]，在之后的循环过程中用来记录之前所有

循环过程中最接近期望力矩的操纵舵面偏转量um，因此在

第 i次循环之前最接近期望力矩的力矩值为：

vm ( t ) = B2um ( t ) (10)

实际输出力矩与期望力矩之间的距离以力矩矢量差的

二范数值作为判断是否接近期望力矩的依据。因此，在第 i

次循环结束时有：

um = sat [ ui] if  v - vm >  v - v̄i (11)

根据上述内容，改进后的考虑超出可达力矩集情况的

PAN算法步骤总结如下：（1）给定系统的控制效率矩阵B2，操
纵舵面物理约束 uimax、uimin及期望力矩 v；（2）设定计步器

step_counter = 1；（3）计算伪逆解 up；（4）计算标准化对角矩

阵H及偏置矢量T并计算伪逆解的标准化结果 unormp ；（5）计

算矢量unormp 的无穷范数 h，以及unormp 中所有与 h相等的元素

组成的集合 s；（6）判断 h是否小于等于 1，当 h ≤ 1时，若

n = 1则直接输出控制分配结果，否则当 h > 1时进行下一

步；（7）求出 ups；（8）判断是否达到计步器上限，若是则输出

um作为控制分配结果，否则进行下一步；（9）计算ur；（10）计

算 Δ̄ l；（11）计算 Δ̄̄并计算调整后的矢量：u=up-ur Δ̄̄；（12）判

断，若 u满足操纵量物理约束则令 Δ̄̄≡| ups1 -(H( s1,s1) +Gs1 ) |，并
进行下一步。若u不满足操纵量物理约束则令up =u，根据式

(11)计算um，并从第 4步重新开始计算；（13）计算u=up-ur Δ̄̄，
根据式(11)计算um并从第4步重新开始计算。

需要注意的是，当期望力矩可达时，即 PAN算法能够

将超出操纵舵面物理约束的操纵舵面偏转指令修正回约束

中去。在这种情况下，实际的输出力矩与期望力矩一致，即

 v - v̄i = 0，输出的记忆矢量 um总是等于最后位于约束中

的解。而在期望力矩不可达情况下，在给定的步数内um总

是等于其提供的实际输出力矩值最接近期望力矩值的操纵

舵面偏转指令，且不存在因并联多个算法导致的时间复杂

度显著增加。

由式(3)与式(9)不难得出，考虑期望力矩不可达情况

下，系统的实际输出力矩为：

v̄ ( t )=B2um ( t )=v ( t )+Δv ( t )=B2u ( t )+Δv ( t ) (12)

式中：Δv ( t )=B2 (um ( t )-u ( t ) )为期望力矩不可达情况下因

操纵量物理约束导致的实际输出的伪控制量与期望的伪控

制量之间的差。

当期望力矩可达时零空间修正矢量 un ( t )的引入不会

改变修正后的操纵舵面偏转量所提供的实际输出力矩，因

此当期望力矩可达时，通过上述分析有：Δv=0。

3 积分滑模容错控制器设计及可达性证明
3.1 积分滑模控制器设计及稳定性分析

考虑式(1)中描述的系统，将式(5)与式(12)代入其中可

以得到：

{ẋ ( t ) = Ax ( t ) + BBT
2 (v ( t ) + Δv ( t ) )

y ( t ) = Cx ( t )
(13)

当Δv = 0时，可以得到下面的标称系统：

ì

í

î

ïï
ïï

ẋ ( t )=Ax ( t )+
é

ë
êê

ù

û
úú

B1 BT
2

I l

v ( t )

y ( t )=Cx ( t )

(14)

对式(14)所表示的标称系统，假设：

Bv = [B1BT2 I l ]
T

(15)

且 (A,Bv )可控，则对其设计一个LQR控制器，通过设计

状态反馈信号-Kx ( t )，能够保证标称系统的稳定性。系统

对期望输出信号 r ( t )的跟踪性能通过设计前馈增益实现

Kf = [ C ( Bv K -A)-1 Bv]
+。

式(13)中的Δv看作是系统的不确定项，并将式(13)进一

步表示为：

{ẋ ( t )=Ax ( t )+Bvv ( t )+BvΔv ( t )

y ( t )=Cx ( t )
(16)

从式(16)不难看出BvΔv ( t ) 可以当作系统的匹配不确

定项。

设计 ISMC，具有下面的形式：

v l=veq+vn (17)
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式中：veq为 ISMC的等效控制律，用以保证系统在到达滑模

面后始终保持在滑模面上运行；vn 为 ISMC 的非连续控制

律，用以保证当系统状态不位于滑模动态面上时，系统的状

态始终向滑模面收敛。

针对式 (16)所示的系统设计如下的积分滑模切换

函数：

σ ( x,t )=G ( x ( t )-x (0 ) )-G ∫
0

t

[ ( A-

Bv K ) x ( τ )+Bv Kf r ( t ) ] dτ
(18)

式中：G为具有相应维数的滑模投影矩阵。从式(18)不难看

出，所设计的滑模面能够保证系统始终自滑模面出发，即系

统的滑动模态自系统的初始状态一直存在。

为分析系统的滑模动态特性，使系统在到达滑模面后

始终保持在滑模面上，对式(18)定义的滑模切换函数两边

对时间求导可得：

σ̇ ( x, t )=Gẋ ( t )-G ( A-Bv K ) x ( t )-

GBv Kfr ( t )
(19)

将式(16)中的 ẋ ( t )代入式（19）可以得到：

σ̇ ( x,t )=GBvv ( t )+GBvΔv ( t )+

GBv Kx ( t )-GBv Kf r ( t )
(20)

通过约束式（20），σ̇ (x,t ) = σ (x,t ) = 0，可以求得所设计

滑模控制器的等效控制律：

veq ( t )=- (GBv)
-1 [ GBvΔv ( t )+

GBv Kx ( t )-GBv Kf r ( t ) ]
(21)

对式(21)中所得积分滑模等效控制律进行进一步简化

可以得到：

veq ( t )=-( Kx ( t )+Δv ( t )-Kfr ( t ) ) (22)

定义积分滑模投影矩阵G为：

G =B2 ( BT B )-1 BT (23)

因此，矩阵G满足：

GBv =GBBT
2 =B2 ( BT B )-1 BT BBT

2 =I l

故式(22)中所求得的等效控制律代入到式(16)所描述

的系统中可以得到：

ẋ ( t )=Ax ( t )-Bv Kx ( t )+Bv Kf r ( t ) (24)

式(24)即为系统的滑模动态函数，且该滑模动态系统

的稳定性由式（25）决定：

ẋ ( t )=( A-Bv K ) x ( t ) (25)

而式(25)所描述的系统在设计LQR控制器的过程中已

经被保证是稳定的，且该增广标称系统能够满足系统对期

望输出信号的跟踪性能。

定义式(17)所描述的滑模控制器中，其线性等效控制

部分为：

v l =veq =-Kx ( t )-Δv ( t )+Kf r ( t ) (26)

滑模控制器的非连续部分采用单位矢量的形式定义

如下[17]：

vn =

ì

í

î

ïï
ïï

-ρ ( x,t )
σ ( x,t )

 σ ( x,t )
for σ ( x, t )≠0

0 for σ ( x, t )=0

(27)

式中：ρ ( t, x )为正标量。

通过设计系统的LQR控制器来确保标称系统的稳定

性及输入输出跟踪性能，并针对因操纵舵面物理约束的存

在导致的实际输出力矩与期望力矩不一致的情况对系统进

行分析，设计了积分滑模控制器，且在此基础上简单分析了

系统在滑模面上的稳定性。

3.2 积分滑模控制器可达性分析

所设计的 ISMC除了确保标称系统的稳定性及输入输

出跟踪性能外，还应保证所设计的滑模面在σ ( x, t )≠0时是

始终收敛于滑模面的。下面针对这一问题对积分滑模控制

器的可达性进行证明，并分析滑模面可达时参数ρ ( t, x)应该

满足的条件。

定理1：对于使得系统能够进行有效跟踪的有界输入信

号 r ( t )，如果参数ρ ( t, x )的选择满足：

ρ ( x, t )>0 (28)

则式(17)中所描述形式的 ISMC满足可达性条件。

证明：将式 (26)及式 (27)所描述的 ISMC 代入式 (20)

可得：

σ̇ ( x, t )=[ -Kx ( t )-Δv ( t )+Kf r ( t )-

ρ ( x, t )
σ ( x, t )

 σ ( x, t )
] +Δv ( t )=

Kx ( t )-Kf r ( t )

(29)

选择Lyapunov函数：

V =
1
2
σT ( x, t )σ ( x, t ) (30)

则当σ ( x, t )≠0时，V对时间的一阶导数为：

V̇ =
1
2
σT ( x, t )σ ( x, t )=

σT ( x, t ) [ -ρ ( x, t )
σ ( x, t )

 σ ( x, t )
]

(31)

对其进一步简化可得：

V̇ =-ρ ( x, t )  σ ( x, t ) (32)

由此可知，当 V̇ <0 时，所设计的 ISMC 在 σ ( x, t )≠0 时

始终是渐近趋近于滑模面的，显然，即只要ρ ( t, x )满足：

ρ ( x, t )>0 (33)

即可保证在任意状态下的系统始终能够满足可达性条件，
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使得系统始终渐近趋近于滑模面并在到达滑模面后始终维

持在滑模面上。

4 仿真验证及结果分析
本文将参考文献[18]中的倾转旋翼机模型在短舱倾角

β = 45∘状态时进行线性化，得到纵向模型的系统各矩阵

如下：

A=

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú
úúú
ú

-3.1854 -23.4531 0.9799 0.4561
0.0824 -0.1568 0 -0.0083

0 1 0 0
-0.6856 -2.0473 -9.7509 -1.2205

B=

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú
úúú
ú

-0.0608 -0.0136 -0.1013
-0.0059 -0.0792 0.0214

0 0 0
-0.9993 -0.0375 -0.0090

C =[0 0 0 -1.4265 ]
系统状态为 x=[Vy, q, θ, Vx]。其中，Vx (m/s ) 为前飞速

度，Vy (m/s )为纵向速度，q ( (° ) /s )为俯仰角速度，θ (° )为俯

仰角。系统的操纵量为 u=[ δc, δ long, δe]。其中，δc (° ) 为总

距，δ long (°)为纵向周期变距，δe (° )为升降舵操纵量。

采用上文给出的线性化模型对提出的控制分配算法进

行仿真验证，并采用 ISMC对超出力矩可达集的情况进行

处理。

在所设计的 ISMC 中，正标量 ρ=0.1。对所设计的

ISMC中的非线性控制器的不连续性，采用 sigmoidal型函

数近似进行平滑处理：

σ

 σ + δ0

式中：正标量δ0的值取为0.001。
在 设 计 LQR 控 制 器 中 ，选 取 权 重 矩 阵 为 Q =

diag { 0.1,0.1,0.00001,0.009 }，R=0.025。求得状态反馈增

益为：

K =[ 0.2575,7.9905,5.9713,0.1484 ]

前馈增益为：

Kf = 0.4443

系统前飞速度跟踪曲线如图 2所示，系统的操纵量偏

转输出如图3所示。图中 Input为需要跟踪的前飞速度命令

信号；ISMC表示伪控制器采用积分滑模控制器；LQR表示

伪控制器采用LQR控制器；DO为采用LQR控制器情况下

不考虑控制分配环节的伪控制系统的期望输出；Bound为

操纵量偏转的物理约束。

从图 2能够明显看出系统存在负调，即在飞行器加速

或正方向调整姿态时会出现短暂的减速或向反方向偏转，

这是系统的一种固有特性。且显然可以看出在时刻20s与

120s时系统的期望控制量不可达，因此图中DPAN的负调

较小。采用所设计的基于 ISMC系统的伪控制器能够显著

地改善系统的动态性能，加快系统的动态响应，也能在一定

程度上减轻系统响应的负调量。

系统响应速度的改善是由于与LQR控制器相比，滑模

控制器在力矩不可达的情况下会持续给系统较大的伪控制

信号，以使得系统的输出响应更快地跟踪参考信号，这能够

从图 3中操纵舵面的偏转情况分析得出：与LQR控制器相

比，采用 ISMC控制器的系统在期望力矩不可达情况下的

纵向周期变距得到了更加充分的运用。

5 结论
本文对PAN算法进行了优化，通过在迭代过程中引入

图2 前飞速度跟踪曲线

Fig.2 Tracking curve of forward speed

图3 操纵舵面偏转输出曲线

Fig.3 Output curve of control surface deflection
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一个记录矢量来记录迭代过程中与最大可达力矩最接近的

舵面偏转指令，并在循环结束后输出该矢量作为控制分配

结果来使得算法的结果尽可能接近期望力矩。同时还针对

期望力矩超出可达力矩集这一情况，采用 ISMC设计了系

统的伪控制器，以降低因期望力矩不可达对系统产生的影

响。由仿真结果可以得出，改进PAN控制分配算法具有时

间复杂度低、求解精度较高的特点。所设计的基于积分滑

模控制的伪控制器也能降低因期望力矩不可达对系统的影

响，提升系统的动态性能。
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Control Allocation Algorithm Under the Condition of Torque Unatteniable and Its
Simulation on Tilt Rotor Aircraft

Yan Peng1，*，Liu Chunsheng1，Ma Chengcheng1，Lu Ke1，2

1. Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 211106，China

2. Science and Technology on Rotorcraft Aeromechanics Laboratory，China Helicopter Research and Development

Institute，Jingdezhen 333001，China

Abstract: In order to solve the problem of control redundancy in over actuated flight control system, a control

allocation algorithm based on null-space is proposed. Firstly, the control allocation algorithm based on null-space is

improved to handle with the problem that the desired torque is unatteniable. Secondly, the influence of control

allocation on system control performance is studied when the desired torque is unatteniable. The error vector of the

actual torque and the expected torque are taken as the matching uncertainty of the system, and an integral sliding

mode controller is designed to deal with the system. The results show that the method has the characteristics of low

time complexity and high accuracy, which can reduce the impact of the expected torque on the system and improve

the dynamic performance.

Key Words: control allocation; redundant system; null-space; control algorithm; sliding mode control

Received: 2020-12-26； Revised: 2021-01-18； Accepted: 2021-02-20

Foundation item: Aeronautical Science Foundation of China(20175752045,201957052002)

*Corresponding author.Tel. :13160061822 E-mail: 337898780@qq.com

60


