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弹性地基上多孔功能梯度复合材料
纳米圆柱壳的自由振动研究
张飞，白春玉
中国飞机强度研究所结构冲击动力学航空科技重点实验室，陕西 西安 710065

摘 要：为了体现弹性地基对功能梯度材料(functionally graded materials, FGMs)纳米圆柱壳力学特性的影响并考虑到FGMs
结构中可能存在的孔隙，基于Mindlin应变梯度理论，建立了弹性地基上包含尺寸效应的多孔FGMs一阶剪切变形纳米壳的

力学模型，这种非经典的连续介质力学纳米壳模型利用材料长度尺度参数捕捉尺寸效应。通过Hamilton变分原理得到了系

统的运动微分方程，采用Navier法获得了FGMs纳米壳固有频率的解析解，研究了Winkler弹性地基上多孔FGMs纳米壳的

自由振动特性。结果表明，FGMs纳米壳孔隙率的增加会导致固有频率显著降低；Winkler弹性地基增加了FGMs纳米壳的有

效刚度，且纳米壳的固有频率随着Winkler弹性常数的增加而增加；随着无量纲材料长度尺度参数的增加，基于非经典连续

介质力学模型得到的纳米壳固有频率逐渐收敛于基于经典模型得到的结果。提出的建模方法可以为纳米圆柱壳的相关科

学研究提供借鉴和参考；研究结果可以为相关工程设计提供依据。
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为了满足航空航天结构高强度、高韧性以及轻质等方

面的要求[1-3]，日本科学家在 20世纪 80年代中期提出功能

梯度复合材料 (functionally graded materials, FGMs)的概

念[4]。FGMs的材料属性在空间场中连续变化，不存在内部

界面，避免了传统复合材料层间的应力集中和热应力问题。

该材料具有较强的抗热冲击性能、较高的机械强度和耐高

温性能等优点。基于这些优越的性能，FGMs在航空航天、

国防、核工业、生物医学和电子行业中的应用越来越多。尽

管FGMs的应用已经取得了实质性的技术进步，但仍有一

些待解决的关键问题，如FGMs结构在测试和设计方面可

以参考的数据库较少[5]。所以，对于 FGMs 的研究能够为

FGMs结构的设计和应用提供参考与借鉴，从而在FGMs结

构的制备过程中有针对性地改变各组分材料体积含量的空

间分布，从而达到优化结构内部应力分布的目的。

在过去的几年中，FGMs在如原子力显微镜[6-7]、微/纳米

机电系统[8-9]等微/纳尺寸结构中得到了广泛的应用。微/纳

米圆柱壳是各种微/纳米机电系统的重要组件[10-11]，所以研究

微/纳米圆柱壳的力学特性能够促使其在相关工程领域发挥

其独特的优势。由于试验技术的限制和不完善，目前对微/

纳米圆柱壳力学特性的试验研究极其困难。作为替代，现阶

段通常采用原子法、原子/连续介质力学混合法和连续介质

力学法[12]对微/纳米结构的力学特性进行研究。研究发现前

两种方法都有各自的缺点和局限性[13-14]，所以合适的连续介

质力学理论在微/纳圆柱壳力学特性的研究中扮演着非常重

要的角色。由于经典的连续介质力学理论(classical theory,

CT)无法捕捉微/纳结构中的尺寸效应[15-16]，所以相关学者提

出了包含材料长度尺度参数的非经典连续介质力学理论，如

应变梯度理论(strain gradient theory, SGT)、修正的应变梯度

理论(modified strain gradient theory, MSGT)和修正的偶应力

理论(modified couple stress theory, MCST)。

基于非经典连续介质力学理论，相关学者已经对FGMs

微/纳圆柱壳新颖的力学特性进行了研究[17-23]。需要指出的

是，在以上的研究中，尚未涉及弹性地基和孔隙对FGMs微/

纳圆柱壳力学特性的影响。鉴于FGMs在制备过程中因工

艺等原因其内部不可避免会产生孔隙，并且考虑到壳型结

构在某些特定应用中与弹性基础接触，本文基于 Mindlin
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SGT，考虑 FGMs 结构内部的孔隙效应，对 Winkler 弹性地

基上多孔FGMs一阶剪切变形纳米圆柱壳的自由振动进行

了研究。利用Hamilton变分原理得到了系统的运动微分方

程，采用Navier法求得了两端简支 FGMs纳米圆柱壳的固

有频率。讨论了材料幂律指数、孔隙率、量纲一（旧称无量

纲)长度尺度参数、Winkler弹性常数以及几何尺寸对FGMs

纳米壳自由振动特性的影响。

1 多孔FGMs纳米圆柱壳
如图 1所示，Winkler弹性地基上的FGMs纳米圆柱壳

由陶瓷和镍构成。假设FGMs纳米圆柱壳的外表面是纯陶

瓷，内表面是纯镍，并且沿厚度方向含有均匀和非均匀分布

的孔隙。另外，纳米壳的中面半径、厚度和长度分别为R、h

和L。多孔FGMs圆柱纳米壳的材料属性如下[24-25]。

（1）均匀分布(EDP)
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（2）非均匀分布(UEDP)
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式中：ENi，ρNi和 νNi分别为纯镍的弹性模量、质量密度和泊

松比；EC，ρC和νC分别为纯陶瓷的弹性模量、质量密度和泊

松比；α为孔隙率（0≤α＜1），表示FGMs纳米壳内孔隙体积

与总体积的比值；k∈[0,+∞）为幂律指数，FGMs中各组分材

料体积含量的空间分布由幂律指数 k确定。在FGMs纳米

壳无孔隙的情况下（α=0），k=0表示纯陶瓷纳米壳，k→+∞表

示纯金属纳米壳。

图 2给出了不同幂律指数 k下，FGMs纳米壳的弹性模

量沿着壳体厚度方向的变化。

2 理论推导
2.1 Mindlin SGT

Mindlin SGT 是 Mindlin 在 1964 年提出的一种高阶连

续介质力学理论[26]。Mindlin SGT指出，弹性体的应变能密

度W除了经典的应变张量εij，还包括三阶应变梯度张量ξijk。

基于Mindlin SGT，应变能密度写成：

W =
1
2
λεiiεjj + μεijεij + a1ξikkξijj + a2ξkjjξiik + a3ξjjkξiik +

a4ξijkξijk + a5ξkjiξijk (3)
式中：ai (i = 1, 2,…, 5)为材料长度尺度参数；λ和μ为Lamé

常数，可以表示为[27]：
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E
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式(3)中的高阶应变梯度张量 ξijk和经典应变梯度张量

εij可以写成：
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柯西应力张量σij和高阶应力张量 τijk可以表示为[26]：
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式中：δij为克罗内克函数。

2.2 本构关系和应变能

基于一阶剪切变形壳理论，纳米圆柱壳上任意一点沿

着x，y和 z轴方向的位移ux，uy和uz可以写成：

图1 多孔FGMs圆柱纳米壳

Fig. 1 A porous FGMs cylindrical nanoshel
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式中：u，v和w分别为纳米壳中面上的任意一点沿着x，y和 z

轴方向的位移；ψx和ψy分别为 x轴和 y轴相对于纳米壳中

面横向法线的转角；t为时间。

基于Mindlin SGT，体积为V的线弹性材料的应变能Π

可以写成[28]：

Π=ΠCL +ΠNCL =
1
2 ∫V( )σijεij +τijkξijk dV (8)

需要指出的是，上述应变能Π由经典ΠCL和非经典

ΠNCL两部分构成。

基于一阶剪切变形壳理论，FGMs 纳米壳的动能表达

式如下：
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纳米壳受到Winkler弹性地基做功产生的势能可以表

示成：

ΠW = 12 ∫AKW w2dA (10)

式中：KW为Winkler地基的弹性常数。

2.3 Hamilton原理

基于Hamilton原理，可以得到：

δ ∫
0

t

(Π - ΠT + ΠW)dt = 0 (11)

结合式(8)~式(11)，然后令结果中的 δu，δv，δw，δψx和

δψy的系数为零，得到FGMs纳米壳的运动微分方程如下：
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其中合力矩和合力分别写成：
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式中：KS = 5/6代表剪切修正因子[29]。

将式(7)代入式(12)~式(16)，就会得到用位移 u，v，w，ψx
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图2 多孔FGMs纳米圆柱壳的弹性模量

Fig. 2 Young’s moduli of FGMs cylindrical nanoshell
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和ψy表达的运动微分方程。

值得一提的是，通过指定 ai (i = 1,2,…, 5)的值，基于

Mindlin SGT的纳米壳模型可以简化不同的理论模型。

(1) 基于MSGT的纳米壳模型[30]
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式中：l0，l1和 l2是分别关联于扩张梯度张量、偏转拉伸张量

和对称旋转梯度张量的材料长度尺度参数。

需要指出的是，为了不失一般性和方便性，在下面的研

究中假设三个材料长度尺度参数相等，即 l0=l1=l2=l，表示

MSGT中额外引入的三个应变梯度张量对纳米圆柱壳尺寸

效应的贡献相同[31]。

（2）基于MCST的纳米壳模型[32]

a1 = a4 = -2a2 = -2a3 = -a5 = μl2 (19)

（3）基于CT的纳米壳模型

a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 0 (20)

3 理论求解
本文采用 Navier 法求解 Winkler 弹性地基上 FGMs 纳

米壳的自由振动问题。假设纳米壳在 x = 0和 x = L处为简

支边界条件。所以可以得到：

ì

í

î

ïï
ïï

v = w = ψy = 0, Txxy = Txxz = Mxxy = 0
∂ψy
∂y =

∂ψx
∂x =

∂w
∂y =

∂v
∂y =

∂u
∂x = 0

(21)

基于Navier法并考虑式(21)，FGMs纳米壳的位移函数

写成：
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式中：αm=mπ/L，βn=n/R，n和m分别为周向波数和轴向波数。

此外，将式(22)代入式(21)，满足边界条件。

结合式(12)~式(16)和式(22)，运动微分方程就可以写成

如下的矩阵形式：

(K + ω2M)d = 0 (23)

式中：ω为FGMs纳米壳的固有频率，通过令式（23）的系数

矩阵为零便可以获得ω；d、M和K分别为位移幅值矢量、质

量矩阵和刚度矩阵。

4 理论模型验证
为了验证本文理论模型的正确性，将通过本文得到结

果与已发表的文献结果进行了对比验证。从表1的对比结

果可以看出，本文所得结果与参考文献中的结果取得了较

好的一致性，充分证明了本文理论模型和公式推导的正确

性，同时也保证了本文研究结果的有效性和正确性。

5 数值计算及分析
本文研究了两端简支的多孔FGMs纳米圆柱壳的自由

振动。量纲一固有频率定义为：Ω = ωR ρNi /ENi。
FGMs纳米壳由镍和陶瓷组成，相关的材料属性为：

（1）镍

ENi=2.05098×1011N/m2

νNi=0.3100

ρNi=8900kg/m3

（2）陶瓷

EC=3.2032×1011N/m2

νC=0.2600

ρC=3950kg/m3

基于三种理论模型，图3给出了周向波数n对多孔FGMs

纳米壳固有频率的影响。从图中可以看出，随着周向波数的

增加，纳米壳的固有频率先减小后增大。当m = 1时，基于三

种理论模型得到的纳米壳的基频都发生在（m, n）=（1, 2）处。

表1 各向同性纳米圆柱壳固有频率的对比

Table 1 Comparison of the inherent frequencies of isotropic

cylindrical nanoshell

l = 0

l = h

h/R

0.02
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0.05

(m，n )
m=n=1
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m=n=2

m=n=3

m=n=1

m=n=2

m=n=3

m=n=1

m=n=2

m=n=3

Ghadiri等［33］

0.19536215

0.25271274

0.27580092

0.19542305

0.25884786

0.31407326

0.19543206

0.25731258

0.30621690

0.19585782

0.28543902

0.45457555

本文

0.19536215

0.25271274

0.27580092

0.19542305

0.25884786

0.31407326

0.19548050

0.25785715

0.30717244

0.19618570

0.28780026

0.46000081

误差/%

0

0

0

0

0

0

0.02

0.21

0.31

0.16

0.83

1.19
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所以选取（m, n）=（1, 2）作为本文研究的代表模态。

图 4 给出了长径比 L/R和量纲一长度尺度参数 h/l对
EDP FGMs纳米壳固有频率的影响。可以看出，量纲一固

有频率随着h/l的减小而增大，因为纳米壳长度尺度参数的

增大导致其内部有效刚度增大；还可以看出，随着壳体长径

比的增加，纳米壳的固有频率逐渐减小，壳体L/R的增加导

致其内部有效刚度减小。

图 5给出了不同理论模型下多孔FGMs纳米壳的固有

频率与量纲一长度尺度参数之间的变化关系。从与MSGT

和MCST相关的结果可以看出，纳米壳的尺寸效应在量纲

一长度尺度参数较小时非常明显。随着量纲一长度尺度参

数的增加，基于MSGT和MCST模型得到的数值结果逐渐

收敛于基于CT模型获得的结果。同时发现基于MSGT和

MCST模型得到的固有频率高于基于CT模型得到的固有

频率，因为相比于CT模型，MSGT和MCST纳米壳模型额

外引入了扩张梯度张量、偏向拉伸梯度张量和对称旋转梯

度张量，增加了壳体的有效刚度。

图 6研究了材料幂律指数和壳体径厚比对FGMs纳米

壳量纲一固有频率的影响。当壳体径厚比固定时，纳米壳

固有频率随着幂律指数的增加而逐渐减小，且纯陶瓷纳米

壳的固有频率最高，纯镍纳米壳的固有频率最低；并且随着

壳体径厚比的增加，纳米壳的固有频率降低，因为壳体半径

不变，壳壁厚度减小导致其刚度降低。

图7显示了Winkler地基和孔隙率对FGMs纳米壳自由
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图3 周向波数对EDP FGMs纳米壳量纲一固有频率的影响

Fig. 3 Effect of circumferential wave number on natural

frequency of EDP FGMs nanoshell
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图6 幂律指数和径厚比对EDP FGMs纳米壳固有频率的影响

Fig. 6 Effect of power law index and radius-to-thickness

ratio on the natural frequency of EDP FGMs

nanoshell
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图5 不同理论预测下EDP FGMs纳米壳的量纲一固有频率

Fig. 5 Dimensionless natural frequencies of EDP FGMs

nanoshells predicted by the different theories
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图4 EDP FGMs纳米壳量纲一固有频率随着长径比的变化

Fig. 4 Variation of dimensionless natural frequency with

length-to-radius ratio of EDP FGMs nanoshell
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振动特性的影响。从图中发现，随着 Winkler 弹性常数增

加，纳米壳的固有频率也增加，表明Winkler弹性地基增加

了壳体的有效刚度；此外，FGMs纳米壳内部孔隙率的增加

导致其固有频率明显减小，内部孔隙会显著降低FGMs纳

米壳的有效刚度。

6 结论
本文基于Mindlin SGT和一阶剪切变形壳理论构建非

经典连续介质力学模型，研究弹性地基上多孔FGMs纳米

圆柱壳的自由振动。通过Hamilton原理得到系统的运动微

分方程，然后采用 Navier 法获得系统固有频率的解析解。

主要结论如下。

（1）FGMs纳米壳孔隙率的增加会导致其固有频率显

著降低。

（2）随着量纲一长度尺度参数的增加，基于非经典连

续介质力学纳米壳模型得到的固有频率逐渐收敛于基于

CT模型的结果。

（3）Winkler弹性地基增加了纳米壳的有效刚度，且纳

米壳的固有频率随着Winkler弹性常数增加而增加。

（4）纳米壳固有频率随着幂律指数的增加而逐渐减

小，且纯陶瓷纳米壳的固有频率最高，纯镍纳米壳的固有频

率最低。
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Study on Free Vibration of Porous Functionally Graded Composite Materials
Cylindrical Nanoshell Resting on Elastic Foundation

Zhang Fei，Bai Chunyu

Aviation Key Laboratory of Science and Technology on Structures Impact Dynamics，Aircraft Strength Research

Institute of China，Xi'an 710065，China

Abstract: In order to reflect the influence of elastic foundation on the mechanical properties of functionally graded

materials (FGMs) nanoshells and considering the porosities in the FGMs structure, the porous FGMs first-order shear

deformation nanoshells resting on the Winkler elastic foundation is established by using Mindlin's strain gradient

theory. The material length scale parameter is used to capture the size effect of the FGMs nanoshells. The differential

equations of motion of the system are obtained via Hamilton's variational principle. The natural frequencies of the

FGMs nanoshells are obtained by using the Navier method. And then, the free vibration of the porous FGMs

nanoshells resting on the Winkler elastic foundation was studied. The results show that an increase in the porosity

coefficient of the FGMs nanoshells results in a lower natural frequency. Winkler elastic foundation increases the

effective stiffness of the FGMs nanoshells, and the natural frequencies of nanoshells will increase with the increase of

the constant of the Winkler elastic foundation. With the increase of the dimensionless material length scale parameter,

the natural frequencies obtained by the non-classical continuum theories converge to the results based on the CT

model. The proposed modeling method can provide reference for the related scientific research of nanoshells, and the

research results can provide a basis for related engineering design.

Key Words: strain gradient theory; functionally graded composite materials; elastic foundation; free vibration;

porosity coefficient
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