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基于逐层理论的复合材料层合结构
分层损伤扩展研究
李顶河，曹江涛，郭巧荣
中国民航大学，天津 300300

摘 要：首先，将虚拟裂纹闭合技术（VCCT）和离散损伤模型（DDZM）引入逐层理论（LWT），建立了含分层损伤复合材料层

合结构的三维分析模型，对分层损伤的渐进萌生和扩展行为进行了研究。然后，编写了相应的C++程序，通过与经典文献进

行对比，验证本文方法的正确性。最后，基于本文模型模拟了二维和三维复合材料双悬臂梁（DCB）纯 I型分层损伤的渐进扩

展行为，研究了网格尺寸对数值收敛性的影响，以及界面强度对载荷位移曲线的影响规律。本文方法将三种理论优势融合

起来，使逐层理论可用于解决复合材料分层损伤扩展的问题，并且很大程度上提高了计算效率。

关键词：逐层理论；虚拟裂纹闭合技术；离散损伤模型；双悬臂梁；分层损伤

中图分类号：TB332 文献标识码：A DOI：10.19452/j.issn1007-5453.2022.06.015

广泛应用于航空、航天等领域的复合材料层合结构存

在多种损伤形式，最主要、最常见的损伤形式是分层损伤，

它的存在严重影响了复合材料在服役过程中的强度和刚

度。利用试验方法对复合材料结构进行研究和分析，将消

耗大量的时间、人力和物力成本。基于数值模拟技术对分

层损伤进行分析将在很大程度上克服这些问题，成为研究

分层损伤问题的主要手段之一[1-4]。

针对复合材料厚板结构，J. N. Reddy[5]提出了逐层理

论，该理论能给出精确的层间应力应变，也能描述厚板面内

位移在厚度方向上的Zig-Zag特征。近年来，国内外许多

学者对Reddy的逐层理论进行了优化和改进，并将此理论

广泛应用于复合材料层合结构、功能梯度层合结构、压电层

合结构等问题的分析中[6]。K. M. Liew 等[7]总结回顾了逐

层理论的最新发展。M. S. Beg等[8]基于逐层理论提出了一

种用于分析弧形弯曲梁问题的梁理论，预测了功能梯度弧

形弯曲梁在静态、自由和受迫振动情况下的精确响应。王

瑞鹏[9]将逐层理论与三维实体元结合，对夹芯结构进行了

静力和自由振动分析，表明逐层理论与三维实体元法进行

耦合能用于分析复杂点阵夹芯结构的静动力问题。

虚拟裂纹闭合技术被广泛应用于计算应变能量释放率

和应力强度因子。余毅等[10]基于虚拟裂纹闭合法计算应力

强度因子，模拟了三维裂纹受拉伸载荷作用下的裂纹扩展

情况。鲁龙坤等[11]解释了裂纹尖端张开角的定义，并验证

裂纹尖端张开角是一个有效的断裂参数。D. H. Li[12]将扩

展逐层理论与虚拟裂纹闭合技术相结合，用以预测复合材

料层合板壳任意形状分层和横向裂纹的同时扩展。J.

Jokinen等[13]等利用虚拟裂纹闭合技术和内聚力模型结合

对裂纹萌生和扩展进行了分析，萌生阶段使用内聚力方法

模拟，扩展过程使用虚拟裂纹闭合技术模拟。

内聚力模型能有效地与有限元方法相结合，能克服裂

纹尖端应力奇异性问题，已被广泛应用于研究裂纹的萌生

与扩展问题[14]。L. Xia等[15]利用连续损伤力学和内聚定律

之间的关系提出了一种离散损伤模型，考虑了离散界面单

元和连续单元的损伤。Y. Wang等[16]将扩展有限元法与离

散损伤模型结合，模拟了复合材料结构的渐进分层现象，采

用端部开口弯曲试件、双悬臂梁和混合模式弯曲试样验证

了渐进分层分析的有效性。W. Jia等[17]建立了一种微观内

聚力模型，用于预测单向纤维复合材料的力学性能，模拟了

界面强度对复合材料力学性能和损伤的影响规律。

本文结合逐层理论、虚拟裂纹闭合技术和离散损伤模
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型，结合三种方法的优势，建立了含分层层合结构的三维分

析模型，开发数值模拟程序，对复合材料结构层间分层的萌

生和渐进扩展行为进行数值模拟，研究了复合材料双悬臂

梁模型的纯 I型分层渐进扩展行为，讨论了离散损伤模型对

网格尺寸的敏感性，并对复合材料双悬臂梁分层损伤扩展

机理进行探讨。

1 分层损伤的逐层理论模型
1.1 逐层理论

复合材料层合板逐层理论的位移假设模式如图 1所示，x3
方向上的位移插值点位于层合板的上下表面和层间界面上，

层合板结构上任意点P (x,y,z )上的位移模式可假设为

uα(x,y,z,t) = ∑
k = 1

N + 1
uαk(x,y,t)ϕk( )z （1）

式中：a=1, 2, 3分别为 x, y, z方向上的位移分量；ϕk为沿板

厚方向的一元拉格朗日插值函数。如图 1所示，层合板均

匀的分为N层，插值点数为N + 1，uαk为厚度方向上的节点

位移值，k为厚度方向上插值点的编号。

将式（1）代入几何方程中[5]，通过虚功原理可得到复合

材料层合板结构逐层理论的运动方程为

δu1ςk: Nx
ςk,x + Nxy

ςk,y + Qxz
ςk = 0

δu2ςk: Nxy
ςk,x + Ny

ςk,y + Qxz
ςk = 0

δu3ςk: Nyz
ςk,y + Nxz

ςk,x + Qyz
ςk - qb δN + 1k - qt δ0k = 0

（2）

自然边界条件为

δu1ςk: Nnn
ςk - N̄ nn

ςk = 0
δu2ςk: Nns

ςk - N̄ ns
ςk = 0

δu3ςk: Qn
ςk + ℜk - Q̄n

ςk = 0
（3）

式中：Nx
ςk，Nxy

ςk 和Ny
ςk为面内合力；Qxz

ςk，Qyz
ςk和Qz

ςk为横向合剪切

内力，N̄ nn
k ，N̄ ns

k 和 Q̄ns
k 为边界合力，其中单位宽度上的面内和

横向剪切内力的具体形式分别为
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式中：H为复合材料层合板的厚度。

ℜk=( )Mx
keu3e,x+Mxy

ke u3e,y nx+( )My
keu3e,y+Mxy

ke u3e,x ny （6）

式中：Mx
ke，My

ke和Mxy
ke 为合成扭矩；nx=cos θ，ny=sin θ，其中 nx

和 ny为边界上的方向矢量，θ为边界处某一点的法向与整

体坐标系x方向的夹角。

复合材料层合板第μ层本构方程为
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式中：D̄Ω为损伤因子。由式（7）进一步求出面内合力、合力

矩、横向剪切力、面内合力的具体形式为
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图1 复合材料层合板逐层理论的位移假设模式

Fig.1 Displacement fields of layerwise theory of

composite laminate

（7）

91



航空科学技术 Jun. 25 2022 Vol. 33 No.06

ì
í
î

ü
ý
þ

Qyz
k

Qxz
k
= ∑

μ = 1

Ne ∫ zμbzμt éëêêêê ù
û
úúúúC44 C45

C45 C55

μ

{ }ε23
ε13

μ ∂φk∂z dz （10）

{Qz
k} = ∑

μ = 1

Ne ∫ zμbzμt [ ]C13 C23 C33 C36
μ

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ε11
ε22
ε33
ε12

μ

∂φk∂z dz （11）

{ }K yz
k

K xz
k
= ∑

μ = 1

Ne ∫ zμbzμt éëêêêê ù
û
úúúúC44 C45

C45 C55

μì
í
î

ü
ý
þ

γ23
γ13

μ

φkdz （12）

由于式（2）中的位移依旧是 x和 y的连续函数，还需在

面内对位移进行数值离散才能对逐层理论的运动方程进行

求解。通过有限元方法求解逐层法的运动方程，厚度方向

上的位移节点值u1k，u2k和u3k在第k个平面内可离散为

uαk(x,y,t) = ∑
m = 1

nelm

uαkm( )t Ψm(x,y ) （13）

式中：m = 1,2,⋯,nelm为二元单元的节点数，Ψm(x,y )为二元

单元的形函数，uαkm为第m个平面内节点的位移值。

将式（13）代入虚功原理，经变分并分部积分可得到层

合板结构逐层理论运动方程的有限元列式为

KαβkemnUβen = Fαkm （14）

其中：
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（15）

1.2 分层损伤模型

在逐层理论中，因为控制方程中包含了层合板上、下表

面的位移自由度，使逐层法能方便地通过层合板上/下表面

的位移协调条件和内力平衡条件与其他方法耦合，建立分

析复杂层合结构的方法。本文通过此方法，将含分层损伤

复合材料层合板分解成上下两个子板，如图2所示，未分层

连接界面处，利用连续条件将两子板耦合，得到耦合后含分

层损伤模型的整体控制方程。

对于上下子板，式（14）中的位移矢量U可以分为两部

分：未分层区域位移自由度 UP1和分层区域位移自由度

UP2。因此，复合材料层合板上子板总控制方程可写为

é
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û
úúúúK p111 K p112

K p121 Κ p122 { }U p11
U p12

= { }0F p12
+ { }G p110 （16）

式中：F P12 和GP11 分别是复合材料层合板的外载荷矢量和相

互作用力（层合板结构未分层区域的相互作用力）矢量。

对层合板下子板总控制方程相同处理，可得

é
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úúúúK p211 K p212
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U p22

= { }0F p22
+ { }G p210 （17）

根据层合结构未分层区域位移协调条件和内力平衡条

件（U P11 = U P21 ,GP11 + GP21 = 0），将式（16）和式（17）第一行相

加得

(K P111 + K P211 )U P21 + K P212U P22 + K P112U P12 = 0 （18）

同理，将式（16）和式（17）第二行与式（18）进行联合，可

得到含分层复合材料层合板的总体控制方程为
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1.3 基于逐层理论的虚拟裂纹闭合技术

基于线弹性断裂力学概念发展而来的VCCT被广泛用于

计算二元和三元连续体的应变能量释放率[18]，本文参考D.H.

Li[12]的方法，基于逐层理论，计算纯 I型分层前缘处的应变能量

释放率，通过断裂准则，预测复合材料层合板的分层扩展

行为。

在逐层法中，应变能量释放率的计算过程如图3（b）所示。

以四节点单元为例，复合材料两子板分别由 4个单元构成，上

子板下表面与下子板上表面构成分层前缘的接触界面。u1,l

u2,l u3,l和u1,l* u2,l* u3,l*分别为层合板上、下子板x，y，z三个方向的

节点张开位移，裂纹在整个分层前缘的距离Δa1内可以虚拟闭

合，虚拟闭合区域ΔA由ΔA1和ΔA2两部分组成。s为沿分层前

缘的局部坐标，q为垂直于分层前缘的法线局部坐标。纯 I型

分层的应变能量释放率分量GI为

GI = limΔA → 0
1
2ΔA ∫ sasb∫0Δ2σzz (q,s) ūz(Δ1,s)drds （20）
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图2 复合材料层合板两子板的耦合

Fig.2 Coupling of two sub-plates of composite laminates
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Fig.3 Calculation of SERR based on layerwise method

92



李顶河 等：基于逐层理论的复合材料层合结构分层损伤扩展研究

对式（20）求解，可得GI简化式为

GI = 12
1

ΔA1 + ΔA2 F3u3lk
Δa2
Δa1 （21）

式中：Δa2/Δa1是用于矫正单元宽度Δai沿分层前缘变化时

的相对位移系数，u3lk为全局坐标 x3方向的分层位移张开

量，F3为使接触节点张开的节点力。

应变能量释放率的分层扩展准则为

Ed = ( GIGIC ) a + ( GIIGIIC ) b + ( GIIIGIIIC ) c ≥ 1 （22）

对于纯 I型裂纹，式（22）中的GII和GIII项省略不计。计

算得到GI后，通过式（22）进行判定，若成立，则分层扩展[19]。

Ed为分层扩展参数，GIC为模式 I的临界应变能量释放率，指

数a,b,c在本文中取为1[20]。

2 基于逐层理论的离散损伤模型
2.1 离散损伤模型

基于线弹性断裂力学的VCCT虽然能用于预测分层，

但无法在裂纹萌生阶段对复合材料进行模拟和预测[15]。B.

N.Cox 等[21]指出线弹性断裂力学概念的关键限制因素在

于：复合材料中的损伤涉及极其复杂的非线性过程，与

VCCT相比，内聚力理论可以有效预测裂纹的萌生和扩展。

因此，本文将内聚力理论下的离散损伤模型引入逐层理论

中，用以精确模拟和预测含损伤层合结构的分层渐进扩展

行为。

结合逐层理论和内聚力理论的三维离散损伤模型如图

4所示，模型由两个复合材料层合板子板构成，界面节点通

过内聚力单元（也称弹簧单元）建立黏结关系。

2.2 控制方程

图 5 为含损伤 Γc求解区域Ω的示意图，Ω1 + Ω2 = Ω，
Ω ⊂ RN (N = 1,2,3)，包括位移边界Γu、载荷边界Γt和损伤区

域Γc，ū和 t̄分别为Γu和Γt上的已知位移和载荷，上子板下

表面Γtf1和下子板上表面Γtf2组成表面力区域Γtf，内部不连

续损伤区域由正在发生损伤扩展区域的内聚力区域Γcoh和

表面力区域Γtf组成。作用于Γcoh上的 ttop为上子板下表面内

聚力，tbot为下子板上表面内聚力。

裂纹尖端区域平衡方程为

∇ ⋅ σ + b = 0 （23）

式中：b为作用在求解区域的体积力；σ为应力；∇为柯西梯

度算子。

Γ t和Γcoh的自然边界条件为

ì
í
î

σ ⋅n= t̄
σ ⋅ntop=-σ ⋅nbot= t ( ) u = ttop=-tbot （24）

式中：n为边界上的外法线单位矢量；ntop和nbot分别表示上

子板下表面和下子板上表面Γcoh上的内法线单位矢量。

内聚力 t = ttop = -tbot，通常与损伤区域上子板下表面与

下子板上表面的张开位移有关，张开位移表示为

〚u〛 = ubot - utop （25）

求解区域能量平衡的弱形式为

∫
Ω
∇2 δu ⋅ σdΩ +∫Γcohδ  u ⋅ tdΓ =
∫Γtδu ⋅ t̄dΓ +∫Ωδu ⋅ bdΩ （26）

离散损伤模型的内聚力单元总势能可表示为

∫
Γcoh
δ〚u〛 ⋅ tdΓ ≈ ∑

S = 1

NSP

δ〚u (xC )〛 ⋅ tC （27）

式中：NSP为沿内聚力区域的内聚力单元总数；tC为内聚力，

xC为空间坐标。

2.3 本构关系

在离散损伤模型中，复合材料分层渐进扩展的实质是

损伤沿材料界面不断累积的过程。基于应变能量释放率和

离散损伤模型损伤演化规律，损伤系数Dn为
[16]

Dn =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

0 GI ≤ GIC
1 - 1

exp [ Bn (GI - GIC ) ] GI > GIC （28）

式中：G1=δ1/I1，其中 I1为应变能量释放率与张开量的转化系

数，δ1为内聚力单元张开量。Dn为内聚力单元损伤系数，取值
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图4 三维离散损伤模型

Fig.4 Three-dimensional discrete damage model

�	���	����y

x
t�

u

Ω1
Ω2 ubot

utop
ttop

tbot

�

Γc
Γt

Γtf1
n

Γtf2
Γu Γcoh

�	���	����

图5 含离散损伤模型的求解区域

Fig.5 Solving area with DDZM
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范围为0~1，Dn值从0到1表示内聚力单元受到载荷后，从未损

伤状态到完全损伤，内聚力单元逐渐失效的过程。

式（28）中的 n代表 I型分层，Bn=1/δcrn , δcrn 为内聚力单元

临界张开量。

内聚力单元承载力Fn由张开量 δn和内聚力刚度Kn计

算得到，表达式为

Fn = Kn δn = ( )1 - Dn K 0
n δn = ( )1 - Dn F cr

n

δn
δcrn

（29）

式中：K 0
n 为未受损内聚力单元刚度；Fcr

n = K cr
n δcrn 为内聚力单

元最大承载力。

将式（28）代入式（29），离散损伤模型本构关系最终形

式为

Fn=
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ïï
ï
ï

ï

K 0
n δn=Fcr

n

δn
δcrn

GI≤GIC
K 0
n δn

exp[ ]Bn( )GI-GIC
=Fcr

n

δn
δcrn exp[ ]Bn( )GI-GIC

GI>GIC
（30）

其中：

δcrn = GIC2.5σmax （31）

K 0
n = B

2
nlsGIC2.5 × 2B

Ny + 1 （32）

式中：B为模型宽度；Ny为宽度方向的网格数；ls为离散损伤

模型的有限元网格长度。

离散损伤模型的损伤演化规律如图6所示，图6分别为

本构和损伤状态图，数字表示内聚力单元加载状态，其中

1~2表示内聚力单元张开量随位移载荷呈线性增加趋势，

不断接近临界张开量 δcrn，此时内聚力单元无损伤；2~4表示

张开量超过临界张开量 δcr后，内聚力单元处于非线性退化

状态，内聚力单元刚度不断降低，损伤系数呈非线性增长趋

势；4点后，内聚力单元失效并完全损伤，如图6中三维模型

图所示，内聚力单元断裂失效，节点失去粘结关系，分层扩

展。由于位移载荷分步施加在模型上，载荷需要通过加载、

卸载、再加载的循环过程，使内聚力单元不断张开、退化、失

效，分层得以渐进扩展。因此，位移载荷的加载-卸载-再加

载过程描述如图6所示。

2.4 有限元方程

对于逐层理论，考虑离散损伤模型的虚功原理为

δU + δKD - δV = 0 （33）

式中：δKD为分层区域内聚力的虚势能，具体表达式如下

δKD = ∫Ω{∫-H/2H/2 é
ë
êêêê ù

û
úúúú∫ΓDcoh( )δu ( )x, y, z ⋅ tDα dΓ dz}dxdy （34）

式中：tDα为内聚力，内聚力张开量表达式为

δu (x,y,z ) = 2Φlk( z ) δuαlk(x,k) （35）

因此，

δKD = ∫
Ω
(M Dx

lk δu1lk + M Dy
lk δu2lk + M Dz

lk δu3lk )dxdy （36）

式中：内聚力合力矩具体表达式为

M Dα
lk = 2 ∫-H/2H/2

tDαΦlkdz,α = x, y, z （37）

式（33）可进一步推导为

0 = ∫0T( )δU + δKD - δV dt =

∫0Tìíî∫Ω∑k = 1N [N x
k,x δu1k + Ny

k,y δu2k + Nxy
k,y δu1k + Nxy

k,y δu2k +
K yz
k,y δu3k + K xz

k,x δu3k + ( )Mx
ke δu3e,x + Mxy

ke δu3e,y ,x δu3k +
( )My

ke δu3e,y + Mxy
ke δu3e,x ,y δu3k + Qz

k δu3k + Qyz
k δu2k +

}]Qxz
k δu1k dA + ∮

Γ
{N x

k nx δu1k + Ny
k ny δu2k +

Nxy
k ny δu1k + Nxy

ke nx δu2k + K yz
k ny δu3k + K xz

k nx δu3k +
[ ( )Mx

ke δu3e,x + Mxy
ke δu3e,y nx δu3k +

}]( )My
ke δu3e,y + Mxy

ke δu3e,x ny δu3k ds +
∫
Ω
( )M Dx

lk δu1lk + M Dy
lk δu2lk + M Dz

lk δu3lk dxdy -
∫
Ω
( )qb δuN + 13 + qt δu13 dxdy -

∫
Γ

ü
ý
þ

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú∑

k = 1

N

( )N̄ nn
k δun1k + N̄ ns

k δus2k + Q̄n
k δun3k ds dt

（38）

含离散损伤模型的逐层理论最终控制方程为

(Kαβkemn + K D
αβkeme )Uβen = Fαkm （39）

式中：内聚力刚度K D
αβkeme为

K D
αβkeme =

é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úK D11keme 0 0
0 K D22keme 0
0 0 K D33keme

（40）

本文方法的整体框架如图 7所示。首先，基于逐层理

Fn
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图6 离散损伤模型的损伤演化关系

Fig.6 Damage evolution relationship for DDZM
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论建立分层损伤模型，得到模型所有节点位移值；其次，引

入虚拟裂纹闭合技术，计算分层前缘应变能量释放率，依据

式（22），研究分层损伤模型分层扩展行为；最后，引入离散

损伤模型，以应变能量释放率作为内聚力单元刚度退化的

依据，模拟和预测二元和三元双悬臂梁纯 I型分层的渐进萌

生和扩展行为。

2.5 程序实现

为了便于理解建立的分层损伤模型，给出了相应的程

序流程图，如图 8所示。

首先，分别读取复合材料上/下子板的输入文件，随后

处理边界条件，确定两子板的稀疏矩阵维度，并将内聚力单

元嵌入至上下两子板层间界面处。根据式（17）确定两子板

的接触和非接触自由度，并进行行列变换，得到两子板耦合

后的总刚度矩阵。位移载荷做分步施加处理，获得每一步

两子板节点位移矩阵，并根据式（21），计算分层前缘应变能

量释放率值。计算离散损伤模型损伤系数，判定内聚力单

元是否完全损伤，若不满足条件，则内聚力刚度退化，直至

达到完全损伤条件，内聚力单元完全失效，分层得到渐进扩

展。输出结果，程序停止运算。

3 数值算例
3.1 直线型分层前缘应变能量释放率验证

为验证本文方法的正确性，利用Li[12]中的算例进行对

比，含分层双悬臂梁模型如图9所示，每一单层材料特性为

E11 = 1.394 × 105N/mm2
E22 = E33 = 1.016 × 104N/mm2
G12 = G13 = 4.6 × 103N/mm2
ν12 = 0.3, ν23 = 0.436

在图9中，a为预置分层区域长度，区域L - a通过位移

协调条件和内力平衡条件约束，分层前缘区域网格局部加

密处理，双悬臂梁张口端施加P = 0.5064N/m的线分布均布

载荷，总厚度H为3mm。

Kruger[22]基于非线性三维壳单元和VCCT研究了同样

的模型，对GI值进行了如下换算

GI,b = 12a
2P2

B2h3E11
（41）

归一化宽度定义为

w = B - x2B （42）

式中：h为梁总厚度的一半，即单个子模型总厚度；B为梁的

宽度。

本文方法所得结果与文献结果如图 10所示，计算出的

应变能量释放率与参考文献给出的结果吻合较好。由于做

了归一化处理，以GIC值为分界点，大于等于GIC值时，分层

将渐进扩展，小于GIC值时，分层将不扩展。由图 10归一化

GI值沿宽度方向的分布可知，在分层扩展前，GI值呈两边

低，中间高的分布趋势，即中间分层快于两边，这是因为

DCB模型受到均布载荷后，宽度方向两侧边附近（W=0为模

型最左侧，W=1为最右侧）受到长度方向的压缩、拉伸应力，

DCB模型宽度方向的压缩与拉伸由泊松效应引起，在W=0

和W=1附近产生正、负应变，使DCB模型的宽度方向上呈

现图 10所示的中间高、两边低分布。此分布状态显示了分

层渐进扩展优先发生在分层前缘中间区域，随后以中间节

点为基准向两侧边节点逐个扩展，使分层前缘产生C形弯

曲形态。

DCB模型厚度方向应力云图如图11所示，从图11中可

以看出，厚度方向上的应力集中现象主要出现在分层前缘

附近，并且随着分层的渐进扩展，分层前缘和应力集中现象

不断向固定端移动。

3.2 内聚力单元受压缩载荷的验证

复合材料结构实际服役过程中，不仅会受到拉伸载荷，

也会受到压缩载荷的作用[23]。因此，在不考虑损伤扩展引

起材料性能退化的情况下，验证复合材料结构受压时内聚

力单元传递载荷的行为。内聚力单元受压，内聚力张开量

δn为负值，此时惩罚刚度Kp代替拉伸刚度Kn，防止含损伤复

合材料结构受压后，分层区域发生网格嵌入现象。为避免

计算中出现数值病态和结果无法收敛或收敛困难等问题，

惩罚刚度 Kp 通常取模型整体刚度矩阵最大值的 104~107

倍[24]，本文取104倍。

几何尺寸如图 12（a）所示，未分层区域 I和 II内的节点
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图7 本文方法的整体框架

Fig.7 Overall framework of the method in this paper
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满足位移协调和内力平衡条件。网格尺寸如图12（b）所示，

长 a = 1.0m；宽 b = 1.0m；高 h = 0.1m，面内 x、y方向均采用

36个网格，分层区域x方向网格数和未分层区域x方向网格

数均为 12，单个子板厚度方向均分为 4 层，铺层顺序为

[0/90/0/90] s，在分层区域施加垂直于 z 轴向下的均布载荷

P = 1 × 108N，内聚力单元内嵌于两板接触表面分层区域节

点上，惩罚刚度为Kp = 1 × 1014N/m，边界条件为：x = 0，x =
1两边固支。材料参数为

E11 = 181.0 × 109Pa
E22 = E33 = 10.3 × 109Pa
G12 = G13 = 7.17 × 109Pa
G23 = 6.21 × 109Pa
ν12 = 0.28, ν13 = 0.02, ν23 = 0.4
模型考虑了三种情况，情况 1：无分层损伤；情况 2：两
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图8 程序实现流程图

Fig.8 Flowchart of computational procedure
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子板接触面含分层区域，区域内嵌入内聚力单元，即图 12

（a）中灰色分层区域；情况 3：两子板接触面之间含分层区

域，区域不嵌入内聚力单元。

上板中心点 z方向第10步最大位移计算结果见表1，整

体变形如图13所示。

对比情况 1和情况 2，z方向最大位移和变形云图几乎

一致，说明在不考虑损伤导致层合板材料性能退化的前提

下，内聚力单元受压而不受损，并传递压缩载荷至下子板，

引起下子板发生变形，并且厚度方向两子板接触界面附近

的位移、应力、应变值连续。对比情况2和情况3，情况3没

有嵌入内聚力单元，两子板分层区域不受位移协调和内力

平衡条件的约束。因此，上子板受压后，与下子板发生网格

嵌入现象，导致厚度方向上的位移、应力、应变值不连续，如

图13（c）所示。

因此，本节验证了数值模拟程序的正确性，显示了内聚

力单元能有效阻止两板接触界面与分层区域发生相嵌入的
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图9 具有分层的复合材料DCB模型

Fig.9 Composite DCB model with delamination
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图11 分层前缘横向应力的分布

Fig.11 Distribution of transverse stress at the leading edge

of the delamination
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图12 内聚力单元受压缩载荷模型

Fig.12 Cohesive element subjected to compressive

loading model
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图10 分层前缘应变能量释放率结果对比

Fig.10 Comparison between strain energy release rate results

at the front edge of the delamination

表1 上板中心点z方向最大位移（单位：mm）

Table 1 Maximum displacement in the z-direction at the

center of upper subplate

步数

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

情况1

-3.48948

-10.4684

-20.9369

-34.8948

-52.3422

-73.2791

-97.7055

-125.621

-157.027

-191.921

情况2

-3.48948

-10.4684

-20.9369

-34.8948

-52.3422

-73.2791

-97.7055

-125.621

-157.027

-191.921

情况3

-8.65022

-25.9507

-51.9013

-86.5022

-129.753

-181.655

-242.206

-311.408

-389.260

-475.762
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现象。

3.3 双悬臂梁分层渐进扩展

本节对双悬臂梁模型进行研究，分析分层的萌生和分

层渐进扩展行为,模型如图14所示，尺寸为：长a=100.0mm，
宽 b=1.0mm，高 2h=3.0mm，位移载荷P=12.0mm，临界应变

能量释放率为 GIC=1.0N/mm，材料力学参数为：E=135.0×
109Pa，G=54.0×109Pa，ν=0.25。

模型长度方向，考虑 6 种网格划分：40、50、100、200、

400、800，宽度方向网格被均划分为1，厚度方向两子板均划

分为4个网格，探究网格密度对纯 I型双悬臂梁分层扩展结

果的敏感性。考虑 5.7MPa、20MPa、57MPa三种不同界面

强度[16]，与数值解[16]和解析解[25]进行对比。载荷位移曲线

如图 15 所示，图中分别给出了界面强度分别为 5.7MPa、

20MPa、57MPa的载荷位移曲线结果。

由结果可以看出，随着界面强度的增大，载荷位移曲线

结果不断向解析解靠近；界面强度的不同，影响了界面分层

起裂成程度的不同，即相同网格密度下，较大界面强度需要

较大的位移载荷，使模型开始发生分层行为。

图 15中载荷位移曲线可分为三段：AB和CD段中，载

荷随位移的循环加载呈线性增长趋势，循环载荷加载到B

处时，模型的GI值等于GIC，预置分层起裂；加载B处后，GI

值大于GIC，分层失稳扩展，载荷下降；BC段随着载荷的增

加，内聚力单元开始退化，内聚力单元刚度值不断下降，分

层渐进扩展。由此可见，临界应变能量释放率决定了界面

层间分层是否可以发生扩展行为，并且，载荷位移曲线反映

了界面层间内聚力单元刚度的变化，与预置分层的起裂和

扩展相关，层间的分层扩展导致了内聚力单元刚度的下降。

随着DCB长度方向网格的不断加密，载荷位移曲线不

断逼近解析解，网格密度为40 × 1、50 × 1计算结果与解析

解曲线偏差较远，较容易发生数值震荡现象，导致结果收敛

困难。这是因为小网格数模型，内聚力单元数量比大网格

数模型少，单个内聚力单元的刚度增大，此时需要更大的位

移载荷使内聚力单元张开量增大，所以得到更高的位移载

荷值。在加载—卸载—再加载过程中，由于内聚力刚度的

变化，出现了数值震荡现象。网格 800 × 1得到的曲线与

Wang 的结果吻合较好；结果表明，当网格密度为 200~800

时，离散损伤模型对网格变化不敏感。同时也验证了逐层

理论、虚拟裂纹闭合技术、内聚力理论三种方法结合建立分

层损伤模型的正确性。

考虑厚度方向网格数对计算结果的影响，界面强度

20MPa，临界应变能量释放率为 GIC = 1.0N/mm，网格数为

400 × 1，对厚度方向网格数为4、8、12、16进行了分析，结果

如图16所示。

由图 16可推断离散损伤模型在厚度方向上的网格敏

感性没有面内长度方向网格敏感性强，厚度方向网格数量

几乎对计算出来的结果无明显影响。

图 17给出了DCB模型的应力云图，Δ为位移载荷值。
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图13 三种情况的位移云图

Fig.13 Displacement clouds for three cases
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图14 离散损伤双悬臂梁模型

Fig.14 Discrete damage double cantilever beam model
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随着位移载荷的增加，分层处于渐进扩展状态，并且分层前

缘处出现很大的应力集中现象。

3.4 三元双悬臂梁的分层渐进扩展

本节分析了三元双悬臂梁的分层渐进扩展行为，模型

尺寸如图 18 所示。长 L = 150.0mm，宽度 B分为 10mm、

20mm 和 30mm 三种情况。对不同宽度，选取相同 y 方向

网 格 数 进 行 分 析 计 算 ，高 2h = 3.0mm，位 移 载 荷

P = 3.0mm，临界应变能量释放率为GIC = 1.0N/mm，两子模

型厚度方向均分为 4层，初始分层长度 L0 = 35.0mm，各层

材料参数为

E11 = 120.0 × 109Pa
E22 =E33 = 10.5 × 109Pa
G12 =G13 = 5.25 × 109Pa
G23 = 3.48 × 109Pa
ν12 = 0.3, ν13 = 0.3, ν23 = 0.51

根据式（31），将模型扩展至三维后，内聚力初始刚度通

过 2B/(Ny+1)项修正，使 y方向网格数对结果产生的影响降

至最低。

图 19 给出了三种宽度计算的载荷位移曲线，与解析

解[25]进行了对比。结果表明，双悬臂梁模型宽度的不同，引

起支反力最大值发生变化，大宽度的模型需要较大的支反
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图16 厚度方向分层数收敛性验证

Fig.16 Verification of convergence of stratification number

in thickness direction
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图17 离散损伤模型下的DCB模型σzz方向分层扩展过程

Fig.17 DCB model under DDZM model σzz directional

hierarchical delamination process
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图15 不同网格密度和界面强度的位移载荷曲线

Fig.15 Load-displacement curves obtained with different

mesh densities and interface strengths
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力使分层渐进扩展；小宽度载荷位移曲线更接近解析解，因

为 y方向网格数通过公式修正后，对离散损伤模型结果的

影响不大，但本文通过应变能量释放率作为内聚力刚度退

化的依据，双悬臂梁模型 y方向的网格少时，计算出的应变

能量释放率与文献解[12]存在误差，引起离散损伤模型中损

伤系数Dn发生微小变化，进一步影响载荷位移曲线偏离解

析解。因此，较小宽度模型计算的应变能量释放率结果更

准确，载荷位移曲线更接近解析解。

图20（a）分别为分层起裂和分层渐进扩展时，层间界面

分层前缘轮廓线的移动过程图，图20（b）分别为分层起裂和

分层渐进扩展时的应力云图。随着位移载荷加载—卸载—

再加载的过程，模型的内聚力单元刚度逐渐降低并退化，分

层前缘内聚力单元断裂失效，分层前缘向固定端移动，层间

分层渐进扩展。

由图 20（a）中分层前缘轮廓线可知，层间分层起裂后，分

层前缘呈中间高，两边低的扩展形态，与本文 3.1节虚拟闭合

裂纹技术模拟分层渐进扩展的结果相符合。从三元角度对分

层渐进扩展过程进行模拟和预测，验证本文方法的正确性。

4 结论
本文结合逐层理论、虚拟裂纹闭合技术和离散损伤模

型，建立了用于分析复合材料分层损伤的渐近扩展分析模

型。该模型将含分层损伤复合材料层合板分解为上下两子

板，通过位移协调和内力平衡条件，建立两子板界面之间连

接关系。通过数值算例，研究了复合材料双悬臂梁和三维

双悬臂梁分层损伤的渐近扩展机理，得到以下几点结论。

（1）虚拟裂纹闭合技术可以有效与离散损伤模型结

合，通过应变能量释放率作为内聚力单元刚度退化的依据，

能准确地描述复合材料分层的萌生与渐进扩展过程。

（2）双悬臂梁和三元双悬臂梁厚度方向上的网格密度

不影响计算精度；面内网格数控制在合理区间内，计算结果

对网格数不敏感，若超出合理的网格区间，计算结果会出现

结果收敛困难和震荡等现象。

（3）界面强度对载荷位移曲线结果有较大影响，为了

得到更精确的结果可选用较大的界面强度。

（4）模型宽度方向上的网格密度通过修正后几乎对结

果无明显影响，宽度方向网格数主要影响应变能释放率结

果，进而影响载荷位移曲线结果。
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Research on Delamination Damage Progressive Growth of Composite
Laminated Structures Based on Layerwise Theory

Li Dinghe，Cao Jiangtao，Guo Qiaorong

Civil Aviation University of China，Tianjin 300300，China

Abstract: Firstly, the Virtual Crack Closure Technique (VCCT) and Discrete Damage Zone Model (DDZM) is

introduced into the layerwise theory to establish a three-dimensional analytical model for the composite laminated

structures with delamination. The progressive growth and propagation behavior of delamination damage are

investigated. And then, the corresponding C++ code is developed, and the proposed method is verified by comparing

with the classical literatures. Finally, the numerical examples of the type I delamination extension behaviors in the

Double Cantilever Beam (DCB) and 3D DCB are investigated. And the effect of mesh size on convergence and the

interface strength on the results of the load-displacement curve are investigated. The proposed method combines the

advantages of three theoretical schemes, and the layerwise theory is extended into the delamination growth, and the

calculation efficiency is improved.

Key Words: layerwise theory; VCCT; DDIM; doble-cantilever beam; delamination damage
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