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基于蔡氏模量的复合材料刚度分析
方法
贾利勇，马苏慧
航空工业第一飞机设计研究院，陕西  西安  710089

摘 要：复合材料各向异性及层状堆栈的特点使其分析过程中相比金属材料需要更多的工程常数输入和刚度等效计算，给

复合材料的设计分析带来了较大的难度和计算量，蔡氏模量的引入为复合材料层压结构简化分析提供了新的思路。本文梳

理了蔡氏模量、平均主刚度、厚度归一化、Trace归一化等概念和方法，通过对不同材料性能的分级统计，定义了具有一定工

程普适性的虚拟单向板和主毯式曲线，验证了差异显著的碳纤维复合材料归一化刚度的相似性，主刚度方向数据变异系数

小于3%。对机翼翼盒分别采用蔡氏模量估算材料模型和真实材料模型进行有限元分析，估算材料模型与真实材料模型所

得到的机翼挠度与最大主应变偏差均小于1%，证实了蔡氏模量作为唯一工程常数在整体复合材料结构分析中的可行性。

为结构初始设计阶段快速开展方案迭代提供了新的技术途径。
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复合材料具有比强度高、比模量高、可设计性强等优点，

因此在航空航天领域得到广泛的应用。但是由于复合材料

的各向异性及层状堆栈等特点，给复合材料结构的建模分析

带来了很大的困难。例如，相对金属材料而言，复合材料层

压结构设计分析需要更多的工程常数输入、坐标变换以及刚

度等效；当结构材料、几何厚度或铺层信息发生变化时，难以

通过简单的线性运算快速完成类似金属结构的刚度换算，中

间需要额外增加大量的矩阵运算。尤其在方案设计阶段，选

材未确定或材料性能不完整的情况下，难以开展设计分析工

作，不利于复合材料结构的高效研发。且较多的工程常数输

入均依赖于大量周期长、成本高昂的物理试验[1]。复合材料

结构工程设计中，迫切需要建立简单、高效的刚度分析方法。

2014 年，Tsai 等[2-3]提出了一种新的不变量分析方法，

该方法以材料刚度矩阵 Q 的迹 Tr (Q)作为表征材料刚度特

性的唯一工程常数，Tr (Q)又被复合材料领域的学者联名

命名为 Tsai’s Modulus，即蔡氏模量。通过数据统计发现碳

纤维增强复合材料单向板纵向拉伸模量 E1 与单向板刚度

矩阵迹 Tr (Q)的比值趋近于 0.88，且数据变异系数小于设

计工程中不同批次材料模量的离散性。

基于此，Tsai 等[4-5]提出了平均主刚度（master ply）的概

念，用于确定不同材料的刚度矩阵迹。其以平均主刚度系

数 和 唯 一 的 试 验 测 量 值 E1 来 计 算 材 料 的 刚 度 矩 阵 迹

Tr (Q)，进而按照平均主刚度系数估算层合板的完整刚度矩

阵。由于单向板中纤维主导的刚度占据了 88%，所以即使

横向模量 E2 和剪切模量 G12 离散系数较高，但复合成多角

度层合板之后，横向模量和剪切模量较高的离散度对层合

板的整体刚度影响很小[3]。基于蔡氏模量和平均主刚度的

不变量法发现了不同碳纤维增强复合材料归一化之后存在

的相似性，使得复合材料设计分析不再依赖于选材。理想

状态下，针对某种材料仅需要测试其单向板纵向拉伸模量

即可确定多向层合板的刚度特性。与此同时，相同材料不

同铺层比例或者相同铺层比例不同材料之间层合板的刚度

可以通过简单的线性缩放进行换算，避免了烦琐的矩阵运

算[2-3]，在保证计算精度的前提下极大地简化了复合材料层

合板结构设计分析流程和方法。

自 2019 年以来，基于 Tr (Q)的刚度分析方法受到越来

越多的关注。Ha 等[6]通过理论推导揭示了 Tr (Q)是一种表

示材料总刚度的材料属性。另外，通过对多种材料力学性
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能的统计分析，证实了平均主刚度概念及基于 Tr (Q)的刚

度线性缩放方法在高模量碳纤维/环氧树脂基复合材料、标

准模量碳纤维/环氧树脂复合材料以及芳纶纤维/环氧树脂

复合材料中的适用性，但在玻璃纤维/环氧树脂复合材料中

计算误差偏大。与上述结论不同的是，Guedes 等[7]重新评

估了不变量理论在芳纶纤维及玻璃纤维增强复合材料中的

适用性，发现对于单向层合板，两种材料的预测精度低于碳

纤维复合材料，但对于多向层合板，不变量理论在两种材料

中的预测精度得到显著改善。

此外，在复合材料设计流程方面，Melo 等[8]针对基于

Tr (Q)的不变量理论提出了一种新的层合板设计流程。在

该流程中，首先基于平均主刚度进行结构设计、分析和优

化，然后再进行选材和厚度计算，最终得到层合板的最优方

案。该方法完全改变了传统复合材料结构设计方法，使得

复合材料结构设计分析不再与材料本身相关。

蔡氏模量的提出减少了变量数量，极大地简化了复合

材料层合板的设计、分析与优化流程，为实现更轻、更强、更

好的复合材料结构设计提供了全新的理论和方法[9]。2021

年，Millen 等[10]将基于蔡氏模量的不变量理论拓展到编织

复合材料和混杂复合材料设计分析中，并提出了一种采用

蔡氏模量确定编织复合材料三维刚度矩阵的新方法，性能

预测误差在±10％以内；2022 年，Jia Liyong 等[11]通过对数百

种材料的分类统计，进一步证实了基于蔡氏模量进行简化

设计分析的可行性；2023 年，Erik[12]在蔡氏模量基础上，提

出了新的不变量 IQ，进一步丰富了不变量理论。

基于蔡氏模量的刚度分析方法可极大地简化复合材料

层合板结构设计分析过程，拓展复合材料层合板的设计空

间，同时有望大幅削减积木式验证体系中底层试样级物理

试验数量，缩短复合材料结构设计验证周期，降低设计成

本，为层压结构设计、分析提供了全新的思路和科学理论。

目前的研究局限于少量碳纤维复合材料样本，缺少大

数据样本验证。本文在梳理和定义基于蔡氏模量的不变量

理论中的一些基本概念和方法的基础上，采用较大数据样

本对基于蔡氏模量的简化刚度分析方法进行了验证，证实

了蔡氏模量在复合材料层合板结构简化设计中的可行性。

1 刚度不变量与蔡氏模量
刚度不变量表征是层合板刚度属性及简化刚度计算的

变量。对于任意二阶对称张量至少存在三个独立主不变

量，以表征复合材料应力应变关系的刚度矩阵 Q 为例，依据

经典层合板理论，单向板刚度矩阵 Q =ÎR3 ´ 3 与偏轴刚度矩

阵 Q′=[Q′ij ]ÎR3 ´ 3（ij = 126）之间存在以下关系
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式中，J 为坐标变换矩阵，m = cos (θ )，n = sin (θ )；θ是偏轴角

度；Q′为对称矩阵。将式(1)展开可以得到

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

Q′11 =Q11m4 + 2 ( )Q12 + 2Q66 m2n2 +Q22n4

Q′22 =Q11n4 + 2 ( )Q12 + 2Q66 m2n2 +Q22m4

Q′66 = ( )Q11 +Q22 - 2Q12 - 2Q66 m2n2 +Q66( )m4 + n4

Q′12 = ( )Q11 +Q22 - 4Q66 m2n2 +Q12( )m4 + n4

Q′16 = ( )Q11 -Q12 - 2Q66 m3n+ ( )Q12 -Q22 + 2Q66 mn3

Q′26 = ( )Q11 -Q12 - 2Q66 mn3 + ( )Q12 -Q22 + 2Q66 m3n

（2）

针对上述刚度系数，组合可得式(3)所示 4 种新的不变

量，其均与坐标系统、铺层层数、铺层角度，以及层合板的加

载条件（面内或弯曲）无关[2]
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自 20 世纪 60 年代起，刚度矩阵不变量就已应用于表征

复合材料层合板的刚度特性及设计分析中[13-14]，但并没有

将其作为独立的工程常数来使用。蔡氏模量即刚度矩阵的

迹，也是一种刚度不变量，定义如下

Tr (Q) =Q11 +Q22 + 2Q66 =Q′11 +Q′22 + 2Q′66 （4）

2 归一化方法
归一化是将复合材料面内刚度、面刚度进行量纲统一

或者完全量纲一化的方法，也是复合材料刚度相似性发现

的基础。不变量理论中有厚度归一化和 Trace 归一化两种

方法，厚度归一化使得刚度系数与层合板厚度无关，Trace

归一化使得刚度系数、等效工程常数量纲一化，便于不同材

料之间刚度属性进行对比。

2.1 厚度归一化

基 于 经 典 层 合 板 理 论 ，对 层 合 板 的 等 效 面 内 刚 度
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AÎR3 ´ 3 和面外刚度 DÎR3 ´ 3 进行厚度归一化处理，具体形

式如下[2]
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式中，h为层合板的厚度。

对于三阶横向剪切变形理论，厚度归一化横向剪切刚

度矩阵 FÎR3 ´ 3 和 HÎR3 ´ 3 定义如下[9]
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且存在以下关系

Tr (A* ) =Tr (D* ) =Tr (F * ) =Tr (H * ) =Tr (Q) (7)

2.2 Trace 归一化

进一步用蔡氏模量 Tr (Q)对矩阵 A* 和 D*、F * 和 H * 进

行归一化处理，可以得到量纲一的面内、面外及横向剪切刚

度矩阵[2,9]

.
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同理，对层合板的等效纵向模量 Ex、横向模量 Ey、面内

剪切模量 Gxy 以及单向板的刚度系数 Q′ij 进行如下归一化
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3 平均主刚度及虚拟单向板
平均主刚度和虚拟单向板是不同复合材料及单向板归

一化之后刚度相似性的定量表征，Tsai 等[2]通过对 15 种材

料力学性能的分析发现，虽然不同材料纵向模量 E1 差异很

大，但是纵向模量 E1 与 Tr (Q)的比值却趋于稳定，约为 0.88

左右，且变异系数小于 3%，即

E1

Tr ( )Q
» 0.88 (10)

基于式(10)，在测得材料的纵向模量的情况下，可以近似

估算材料的蔡氏模量。另外，将不同材料量纲一化刚度系数

的平均值 Q*
11、Q*

22、Q*
12 以及 Q*

66 定义为“Master Ply”，这里将其

意译为“平均主刚度”，即多种材料的归一化刚度的平均值。

在前期的研究工作中，对 228 种碳纤维增强复合材料

的归一化刚度进行了统计分析[11]，验证了平均主刚度概念，

统计数据分布情况如图 1 所示。

进一步对上述 228 种材料[11]按照模量等级进行统计分析，

表 1 分别给出了不同模量等级范围内归一化刚度系数及归一

化模量的平均值及变异系数，Q*
11 及E *

1 的变异系数均小于 2%。

这里将 E *
1、E *

2、G*
12 的归一化平均值以及泊松比υ12 的均

值定义为“虚拟单向板”，虚拟单向板的工程常数 E1、E2、G12

可以通过式(9)获得。虚拟单向板代表的是一类碳纤维单

向材料的量纲一工程常数，不同材料之间具有一定的相似

性。可用于方案设计初期，选材不确定的情况下以替代材

料的形式完成复合材料结构方案设计。

4 基于不变量的刚度分析验证
4.1 复合毯式曲线

复合毯式曲线是将多种材料的毯式曲线绘制在一起，

可直观地查看不同材料、不同铺层比例的层合板刚度属性

差异。本文作者此前通过绘制多种材料的复合毯式曲线直

观地展示了不同碳纤维复合材料层合板在不同铺层比例下

的归一化刚度系数及归一化等效弹性常数具有较好的一致

性（见图 2）[11]。尤其是在航空工程设计中常用的 0°铺层和

90°铺层比例低于 60% 的情况下，数据分散度极小，而典型

航空层合板（由 0°、±45°及 90°层组成的层合板）多采用 60/

30/10、50/40/10、40/50/10、30/60/10、25/50/25 等铺层比例。

因此可以推断，不同的复合材料层合板之间，可以通过蔡氏

模量及平均主刚度信息进行刚度换算。

4.2 主毯式曲线

主毯式曲线是对不同材料、不同铺层比例层合板归一

图 1　归一化刚度系数统计分析[11]

Fig.1　Statistics of normalized stiffness coefficients[11]
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化刚度相似性的定量表征。对前述 228 种碳纤维复合材料

的归一化毯式曲线求平均值，可以近似得到具有一定普适

性的“主毯式曲线”，如图 3 所示。

对于结构设计工程师，在需要计算不同材料、不同铺层

比例层合板的等效刚度或者等效工程常数时，可以简单地

通过查询主毯式曲线，然后按照式(5)、式(6)和式(8)、式(9)

表 1 228种材料按模量等级统计分析

Table 1 Statistical analysis on 228 materials by modulus grade

模量等级/GPa

100 ~120

120 ~150

150 ~180

180 ~200

200 ~250

300 ~350

不确定

平均值/MPa

变异系数/%

平均值/MPa

变异系数/%

平均值/MPa

变异系数/%

平均值/MPa

变异系数/%

平均值/MPa

变异系数/%

平均值/MPa

变异系数/%

平均值/MPa

变异系数/%

Q*
11

0.881

1.6

0.877

1.5

0.892

1.0

0.898

1.6

0.927

1.8

0.956

0.5

0.885

2.6

Q*
22

0.063

12.8

0.060

12.8

0.049

12.5

0.046

11.4

0.032

24.8

0.019

6.8

0.053

21.2

Q*
12

0.019

14.1

0.018

14.6

0.015

18.2

0.014

5.0

0.010

29.2

0.006

6.4

0.016

22.3

Q*
66

0.028

25.2

0.032

16.6

0.030

15.7

0.028

24.3

0.020

38.2

0.012

14.8

0.029

23.3

E *
1

0.875

1.6

0.872

1.6

0.887

1.0

0.894

1.7

0.924

1.8

0.954

0.5

0.884

2.6

E *
2

0.062

12.7

0.059

12.7

0.049

12.5

0.045

11.4

0.032

24.7

0.019

6.7

0.051

21.2

G*
12

0.028

25.2

0.032

16.6

0.030

15.7

0.028

24.3

0.020

38.2

0.012

14.8

0.028

23.3

υ12

0.307

7.3

0.304

10.1

0.301

15.6

0.309

10.6

0.297

6.5

0.298

1.3

0.304

9.5

图 2　多种材料复合毯式曲线[9]

Fig.2　Carpet plots for multiple materials[9]
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线性计算获得层合板的等效刚度系数或等效工程常数，可

避免复杂的矩阵运算，极大地降低工程师的设计分析难度。

4.3 数值验证

为了进一步证明上述结论，建立复合材料盒段有限元

模型，分别采用三种基于蔡氏模量近似估算的材料属性和

真实材料属性进行有限元分析，对比翼盒整体挠度和应变

水平，两类模型变形趋势一致（见图 4），估算模型最大挠度

与最大主应变相比真实材料模型偏差均小于 1%，见表 2。

可以证实采用估算材料模型对整体复合材料结构进行估算

分析误差可接受。

5 结论
通过研究，可以得出以下结论：

（1） 蔡氏模量可以作为唯一的工程常数，结合平均主

刚度、主毯式曲线以及虚拟单向板开展复合材料结构初步

方案设计和性能估算。对于典型的航空层合板，估算结果

与真实材料有限元分析结果偏差可控制在 3% 以内。

（2） 采用主毯式曲线及基于蔡氏模量的线性缩放降低

了复合材料层合板的分析难度，便于工程师快速开展结构

方案设计。

（3） 基于蔡氏模量建立不依赖于选材的复合材料设计

流程，可以实现材料验证与方案设计同步并行，简化设计流

程，提高设计效率。
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Stiffness Analysis on Composite Materials Based on Tsai’s Modulus

Jia　Liyong， Ma　Suhui

AVIC The First Aircraft Institute， Xi’an 710089， China

Abstract: The anisotropy and layered stacking characteristics of composite materials require more engineering constant 

inputs and stiffness equivalent calculations compared to metal materials in the analysis process, which brings greater 

difficulty and computational complexity to the design and analysis on composite materials. The introduction of the Tsai's 

modulus provides a new approach for simplifying the analysis on composite laminated structures. This paper summarizes 

the concepts and methods of Tsai ’s modulus, average principal stiffness, thickness normalization, and Trace normalization. 

Through graded statistics of different material properties, virtual unidirectional lamina and principal carpet plot with certain 

engineering universality are defined, and the similarity of normalized stiffness of carbon fiber composite materials with 

significant differences is verified. The coefficient of variation of the principal stiffness is less than 3%. The finite element 

analysis on the wing box was conducted using the Tsai’s modulus estimation material model and the real material model, 

respectively. The deviation between the wing deflection and maximum principal strain obtained from the estimated 

material model and the real material model was less than 1%, confirming the feasibility of using the Tsai’s modulus as the 

only engineering constant in the analysis on the entire composite material structure. This provides a new technical 

approach for rapid scheme iteration in the initial design stage of the structure.

Key Words: Tsai’s modulus; invariant; composite material; master ply; principal carpet plot; virtual laminar
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