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摘 要：研究立方非线性刚度单胞阵列形成一维周期结构后的色散特性，对飞机壁板振动控制的研究具有一定的促进作用。

首先构建一维线性刚度周期结构的动力学模型，基于布洛赫理论（Bloch theorem）推导了其色散方程，并对其色散特性和弹

性波传播现象进行分析。进而建立含立方非线性刚度单胞的一维周期结构的动力学模型，利用摄动法推导该周期结构的色

散方程，分析非线性刚度的软、硬和激励振幅对其色散特性以及弹性波传播产生的影响。最后考虑到飞行器壁板复杂工作

环境，避免摄动法仅适用于弱非线性的局限性，给出含立方非线性刚度一维周期结构色散关系的谐波平衡法的求解过程，对

比两种方法的求解结果。本文为利用非线性周期结构对飞行器壁板进行振动控制的进一步研究奠定基础，对非线性声子晶

体低频减振研究也具有一定的促进作用。
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壁板是飞行器中常见的一种结构形式，在航空航天领

域具有广泛的应用[1-3]。在外激励或气动力作用下，壁板结

构会产生振动，带来诸多危害[4]。一方面，飞行器壁板结构

振动会影响仪器仪表的正常工作，甚至产生疲劳问题，损坏

壁板结构或减少其使用寿命；另一方面，飞行器壁板振动所

辐射的噪声还会增大舱内的噪声量级，影响乘员舒适度。

因此，如何有效地控制壁板结构的振动是现代飞行器发展

亟须解决的关键问题之一。

经过近百年的研究，研究人员已经提出了多种对振动控

制的被动和主动的方法[5]。传统的动力吸振器通常采用线

性刚度设计，只有很窄的吸振频带宽度，为了克服这一缺点，

Gendelman[6]提出了一种立方非线性刚度振子结构，该结构

具有质量小、吸振频带宽、吸振效率高、能量传递速度快及靶

向能量传递等优点，这样的非线性振子称为非线性能量阱

（NES）。在结构中，振动通常以弹性波的形式传播[7]，对结构

或材料中的弹性波行为进行调控是实现振动控制的一种有

效手段，从 20 世纪 50—60 年代起，研究人员就对周期结构中

的波传播理论展开研究，试图利用周期结构作为减振单元用

于振动控制[8]。具有周期性特征的结构广泛存在于航空航

天、机械和土木工程中，如飞机中的加筋板[9-11]、涡轮叶片[12]、

抗冲击泡沫[13]、多层建筑和多跨桥梁[14-16]等。周期结构具有

特殊的色散关系，只有频率处于特定的“传播区”，谐波才可

以无损耗地传播，否则即使在没有阻尼的情况下，谐波也会

因为布拉格散射或局域共振衰减。如果将这种立方非线性

刚度单元阵列形成周期结构（简称立方非线性刚度周期结

构），将同时具有非线性和周期特性，进而可以利用非线性单

元的带宽特点和周期结构的色散特性实现更加优良的振动

控制性能，然而鲜有将关于立方非线性刚度周期结构应用于

壁板结构振动控制的研究。

对于周期结构的研究核心在于对结构中的波传播特性

进行研究，为求解方便，大多将其等效为弹簧质量链进行研

究[17-18]。对于一维线性刚度周期结构，高明等[19]针对三振子
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周期单元，通过引入奇异性理论分析了其色散曲线的拓扑结

构，进而确定了带隙范围。武恒星等[20]给出了含双质量谐振

单元的声学超材料杆中弹性波传播色散关系的解析解，发现

通过引入双质量谐振单元，进而在谐振单元中引入阻尼，可

以产生较宽的带隙。尽管线性刚度周期结构表现出许多有

趣的波传播特性，但也存在很多限制，如某些情况下小位移

假设不适用等[21]。非线性周期性结构具有丰富的波传播特

性，有望突破低频宽带振动的限制。位琳帅[22]研究了双质量

颗粒链的色散特性，并在颗粒链中引入了缺陷，发现此时波

的传播会表现出类似于二极管的特性。Narisetti 等[23]基于摄

动法，研究了具有立方非线性刚度的不同周期结构的色散特

性。尽管关于非线性周期结构有一定研究，但立方非线性方

程求解一般比较困难，非线性刚度周期结构中波传播的研究

主要集中于颗粒周期结构的 3/2 次幂非线性刚度，关于立方

非线性刚度周期结构中的波传播问题研究较少。

现有关于立方非线性刚度周期结构的研究主要关注弱

非线性，因此其求解都采用 Narisetti 等[23]提出的摄动法。摄

动法仅适用于弱非线性，谐波平衡法既适用于弱非线性，又

适用于强非线性，使用时不需要考虑非线性强度的问题[24]。

但是关于非线性强度的强、弱只是相对的，没有明确定义，

因此摄动法的适用环境并不明确。对此，本文基于立方非

线性刚度周期结构，系统分析了一维线性刚度周期结构和

一维立方非线性刚度周期结构的色散特性，给出了谐波平

衡法求解立方非线性刚度周期结构的过程，对比分析了摄

动法和谐波平衡法的求解结果。本文通过研究立方非线性

刚度周期结构的色散特性，将非线性和周期结构的优点有

效结合起来，同时，通过谐波平衡法无须考虑周期结构非线

性强度的特性，避免了摄动法的适用环境问题，具有普适

性，为基于非线性振子周期结构的飞行器壁板振动控制的

进一步研究奠定了前期基础。

1 一维立方非线性刚度周期结构模型
磁力因其特有的非线性特性，被广泛应用于 NES 的构

建[25]，本文利用稀土钕铁硼圆形带孔磁铁实现立方非线性刚

度。考虑图 1（a）所示的单胞结构，其中相邻磁铁间表现为互

斥作用，悬浮磁铁在两个固定磁铁之间移动。在忽略重力的

情况下，固定磁铁与悬浮磁铁之间的磁力是相互对称的，所

以建立如图 1（b）所示的试验模型，以固定磁铁中间位置为位

移零点，通过改变砝码重量改变悬浮磁铁的位置，拟合得出

力—位移曲线如图 1（c）所示。根据已有研究[26]，力—位移曲

线的拟合结果可以表达为 k1 x + k3 x3 的多项式形式，其中 k1

表征线性刚度，k3 表征立方非线性刚度。当 k3 > 0 时为硬非

线性刚度，当 k3 < 0 时为软非线性刚度[27]。通过拟合结果可

见单胞结构表现为典型的立方非线性刚度形式。

利用该非线性刚度单胞结构，将其阵列形成周期结构，

如图 2 所示。当周期结构受到小振幅激励时，悬浮磁铁在

平衡位置附近振动，刚度表现为线性；当周期结构受到的激

励振幅较大时，悬浮磁铁偏离零点位置较远，刚度表现为立

方非线性特性。考虑周期结构的波传播特性，研究该单胞

阵列形成的立方非线性刚度周期结构的色散特性，有益于

下一步利用该周期结构对振动控制的研究。

2 一维线性刚度周期结构波传播特性分析
当受到小振幅激励时，可将阵列形成的周期结构等效

为一维线性单原子弹簧质量链（简称线性单原子链），如图 3

所示，图中虚线框所示为一个单胞。

单胞由单个弹簧和集中质量串联而成，图 4 为图 3 所对
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图 1　立方非线性刚度单胞、试验模型和力-位移曲线

Fig.1　Cubic nonlinear stiffness cells, experimental

   model and force-displacement curves
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应模型的布里渊区及不可约布里渊区，因为色散关系具有

对称性，通常一维模型只需考虑布里渊区的一半，即不可约

布里渊区，就可以描述模型的色散特性。

图 3 所示模型的动力学方程可以表示为

müj + 2kuj - kuj - 1 - kuj + 1 = 0 （1）

式中，uj (t)表示第 j 个单胞偏离平衡位置的位移；m 和 k 分别

表示单胞的质量和线性刚度。

引入量纲一参数 τ1 =ωn1t，其中，ωn1 = k m 表示单胞

的固有频率。则动力学方程可写为

mω2
n1

d2uj

dτ1
2
+ 2kuj - kuj - 1 - kuj + 1 = 0 （2）

式（2）两边同时除以 mω2
n1

后可改写为量纲一形式

d2uj

dτ1
2
+ 2uj - uj - 1 - uj + 1 = 0 （3）

根据布洛赫理论，在周期边界条件下，第 j 个单胞的位

移可以表示为行波解的形式[28]

uj =Aei( jql -Ωτ)+ Āe-i( jql -Ωτ) （4）

式中，A 表示单胞运动的复振幅，上画线表示其与 A 共轭，q

表示波数，在第一布里渊区即(-π/lπ/l)内取值，l 表示晶格常

数，Ω指外激励频率与单胞的固有频率的比值。则与所设单

胞相邻的两个单胞，即第 j - 1和第 j + 1个单胞的位移可写为

uj - 1 =Aei[( j - 1)ql -Ωτ]+ Āe-i[( j - 1)ql -Ωτ]

uj + 1 =Aei[( j + 1)ql -Ωτ]+ Āe-i[( j + 1)ql -Ωτ]
（5）

将式（4）、式（5）代入式（3）中并忽略复共轭项可得

-ω2 Aei( jql -Ωτ)+ 2Aei( jql -Ωτ)-Aei[( j + 1)ql -Ωτ]-Aei[( j - 1)ql -Ωτ]= 0

（6）

化简可得线性单原子链的色散关系为

Ω = 2 - 2cos(ql) （7）

根据式（7）可以看出，对于线性单原子链，其色散与单

胞的固有频率和外激励频率有关，与其他因素无关。线性

单原子链色散曲线如图 5 所示，其中 ql 在图中用 μ来表示。

可见当Ω < 2 时，即当激励频率低于单胞固有频率两倍时，

弹性波在该线性刚度周期结构中传播呈现通带，可以无损

耗地传播。当Ω > 2 时，没有对应的实数波解，即为禁带，此

时波的衰减可以用给定频率下通过式（7）求得的波数的虚

部来表征。当Ω = 2 时的频率，即两倍固有频率，可以称作

线性单原子链波传播的截止频率。

根据式（7），绘出 μ的实部（传播常数）和虚部（衰减常

数）随Ω变化的曲线，分别如图 6 和图 7 所示。图 6 为波数

的实部，在Ω ≤ 2 时，其与图 5 中的色散曲线相对应，当Ω > 2

时，其为恒定值π；图 7 为波数的虚部，在Ω ≤ 2 时等于零，在

Ω > 2 时随着Ω的增大而增大，这表明通过单原子弹簧质量

链传播的波的空间衰减率也随着激励频率的增大而增大。

3 一维立方非线性刚度周期结构波传播特性
分析
3.1 摄动法

当受到激励振幅较大时，根据图 1（c）的力—位移曲线

可知，单胞表现为立方非线性形式，此时可以将单胞阵列形

成的周期结构等效为如图 8 所示的一维非线性单原子弹簧

质量链（以下简称非线性单原子链）。

0 π/l�π/l

图 4　第一布里渊区及不可约布里渊区

Fig.4　The first Brillouin district and the irreducible 

Brillouin district                                 
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图 5　线性单原子链色散曲线

Fig.5　Linear monatomic chain dispersion curve

m
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图 3　一维线性单原子弹簧质量链

Fig.3　One-dimensional linear monatomic spring mass chain

图 2　立方非线性刚度周期结构

Fig.2　Cubic nonlinear stiffness periodic structure
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每个单胞由一个集中质量和立方非线性刚度组成的弹

簧串联而成，集中质量仍为 m，弹簧的刚度表示为 k1δ +

εk3δ
3，其中 ε为远小于 1 的小参数，δ表示受外力作用后弹簧

的变形量。利用摄动法求解，需要将每个质量的位移 uj 以

及平面波频率ω表示为如式（8）所示的渐进级数，对线性项

和非线性项解耦后求解

uj = u0
j + εu

1
j + o(ε2 )

ω =ω0 + εω1 + o(ε2 )
（8）

对于图 8 所示的非线性单原子链，其动力学方程可表

示为

müj+k1 (2uj-uj-1-uj+1 ) +εk3[ (uj-uj-1 )3+(uj-uj+1 )3 ] =0

（9）

引入量纲一参数 τ2 =ωt，线性刚度对应的固有频率

ωn2 = k1 /m，本节量纲一化过程将保留 k3，以方便考虑软、

硬非线性对非线性单原子链色散关系的影响，用 k̄3 来表示

k3 /mω2
n2，则式（9）可写为

Ω2
d2uj

dτ 2
2

+(2uj-uj-1-uj+1 )+εk̄3[ (uj-uj-1 )3+(uj-uj+1 )3 ] =0

（10）

式中，Ω =ω/ωn2 表示量纲一频率。将式（8）代入式（10）并忽

略高阶小项可得

Ω2
0

d2u0
j

dτ 2
2

+ε (Ω2
0

d2u1
j

dτ 2
2

+2Ω0Ω1

d2u0
j

dτ 2
2

)=- (2u0
j -u0

j-1-u0
j+1 )-

ε[(2u1
j -u1

j-1-u1
j+1 )+ k̄3 (u0

j -u0
j-1 )3+εk̄3 (u0

j -u0
j+1 )3 ]+O(ε2 )

（11）

将 ε的阶数分开求解，前两阶方程可写为

ε0: Ω2
0

d2u0
j

dτ 2
2

+ 2u0
j - u0

j - 1 - u0
j + 1 = 0 （12）

ε1: Ω2
0

d2u1
j

dτ 2
2

+ (2u1
j - u1

j - 1 - u1
j + 1 )=

     -2Ω0Ω1

d2u0
j

dτ 2
2

- k̄3 (u0
j - u0

j - 1 )3 - k̄3 (u0
j - u0

j + 1 )3

（13）

同样，根据布洛赫定理，第 j 个单胞的位移可写为

u0
j =Aei( jql - τ)+ Āe-i( jql - τ) （14）

则相邻的第 j - 1和第 j + 1个单胞的位移可写为

u0
j - 1 =Aei[( j - 1)ql - τ]+ Āe-i[( j - 1)ql - τ]

u0
j + 1 =Aei[( j + 1)ql - τ]+ Āe-i[( j + 1)ql - τ]

（15）

将式（14）、式（15）代入式（12）可得

Ω0 = 2 - 2cos(ql) （16）

Ω0 是量纲一的，可见，式（16）和式（7）相同，即 ε0 项的

解对应线性单原子链的色散方程表达式。

将式（13）写为以下形式

Ω2
0

d2u1
j

dτ 2
2

+ (2u1
j - u1

j - 1 - u1
j + 1 )= c1ei( jql + τ)+ c3ei[3( jql + τ)]+ c.c.

（17）

式中，c.c. 项表示所有项的复共轭，系数 c1 和 c3 可分别表

示为

c1 = 2Ω0Ω1 A + k̄3 A2 Ā[24cos(ql)- 6cos(2ql)- 18] （18）

c3 =-k̄3 A3 [6cos(2ql)- 6cos(ql)+ 2cos(3ql)- 2] （19）

为了确定 ε1 的久期项，考虑

Ω2
0

d2u1
j

dτ 2
2

+ (2u1
j - u1

j - 1 - u1
j + 1 )= c1ei( jql + τ)+ c.c. （20）

假设式（20）的解为

u1
j = q1 (τ)eiqlj + c.c. （21）

将式（16）、式（21）代入式（20）可得 q1 (τ)的控制方程

0 1 2 3

0.5

1.0
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Ω

|Im
(µ
)|

图 7　线性单原子链波衰减常数

Fig.7　Linear monatomic chain wave attenuation constant
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图 8　一维非线性单原子弹簧质量链

Fig.8　One-dimensional nonlinear monatomic spring mass chain
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图 6　线性单原子链波传播常数

Fig.6　Linear monatomic chain wave propagation constant
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d2q1 (τ)
dτ2

+ q1 (τ)=
c1

Ω2
0

eiτ + c.c. （22）

微分方程式（22）的通解为

q1 (τ)= a1 sin(τ)+ a2 cos(τ)+
c1τ sin(τ)

2Ω2
0

（23）

可见，q1 (τ)是无界函数，所以式（17）中带有 eiqlj 形式的

为久期项，需要消除。可以通过令 c1 等于 0 来消除这些久

期项，将 c1 = 0代入式（17）可得

Ω1 =
3k̄3 || A

2
[cos(2ql)- 4cos(ql)+ 3]

Ω0

（24）

将式（16）、式（24）代入式（8）中可推导出非线性单原子

链的色散关系为

Ω= 2-2cos(ql) +O(ε2 )+ε
3k̄3 || A

2
[cos(2ql)-4cos(ql)+3]

2-2cos(ql)

（25）

根据式（25）可知，非线性单原子链的色散方程就是线

性单原子链的色散方程加上一个偏移量，不仅与其固有性

质有关，还与外激励的幅值有关，非线性单原子链的色散曲

线随外激励振幅的变化如图 9 所示，令 k̄3 = 1，其中 ε = 0 对应

线性单原子链的色散曲线，可以看到，随着激励振幅增大，

色散曲线逐渐向上偏移，突破了线性单原子链只有在Ω ≤ 2

时呈现通带的限制。

同时，非线性单原子链的色散特征还与非线性刚度 k3

的正负有关，k3 取负值或正值时，分别对应非线性刚度的

软、硬特性。| A | = 1 时的软、硬非线性单原子链对应的色散

曲线如图 10 所示，相对于线性单原子链，软非线性刚度会

使色散曲线向下偏移，截止频率降低，硬非线性刚度则与之

相反，结合图 9 和图 10 可见，随着外激励幅值增大，软非线

性刚度会使色散曲线逐渐向下偏移，截止频率降低。

为分析波的衰减，根据式（28），绘出μ的实部和虚部随

Ω变化的曲线，分别如图 11 和图 12 所示。根据图 11 可以看

出，相对于线性单原子链，软非线性会使传播常数向Ω减小

的方向偏移，降低了截止频率；硬非线性会使传播常数向Ω

0 1 2 3
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3

Ω

|R
e(
µ)
|

ε=0

k3=1

k3=�1

图 12　软、硬非线性单原子链波衰减常数

Fig.12　Soft and hard nonlinear monatomic chain wave

attenuation constants                           
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图 9　振幅对非线性单原子链色散的影响

Fig.9　Effect of amplitude on dispersion of

nonlinear monatomic chain
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图 10　软、硬非线性单原子链的色散曲线

Fig.10　Dispersion curves of soft and hard nonlinear

monatomic chain                             
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图 11　软、硬非线性单原子链波传播常数

Fig.11　Soft and hard nonlinear monatomic chain wave

propagation constants                          
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增大的方向偏移，即增大了截止频率。根据图 12 可以看

出，相对于线性单原子链，软非线性单原子链的波衰减常数

曲线向Ω减小的方向偏移，衰减常数变得更大；硬非线性单

原子链的波衰减常数曲线向Ω增大的方向偏移，衰减常数

变得更小。所以硬非线性更有利于单原子链中波的传播。

对于周期结构，较少周期既可体现出周期特性。经过

以上分析，可以采用 3~5 周期的磁铁，其中两端磁铁需固定

以防止受到激励后磁铁无限扩展，同时每隔一定距离将一

组周期结构布置在壁板的隔框之间[4,29]，以利用周期结构的

截止频率来调控和抑制壁板的低频振动。具体布置到壁板

之上的结构振动特性有待进一步研究。

3.2 谐波平衡法

相较于摄动法仅适用于弱非线性的局限，谐波平衡法

具有既适用于弱非线性，又适用于强非线性的优点。同样

基于如图 8 所示的非线性单原子链，其动力学方程如式（9）

所示。引入量纲一参数 τ3 =ωn2t，xj = uj k3 /k1 ，则式（9）的量

纲一形式可写为

d2 xj

dτ 2
3

+ (2xj - xj - 1 - xj + 1 )+ ε[(xj - xj - 1 )3 + (xj - xj + 1 )3 ]= 0

（26）

根据布洛赫定理，在周期边界条件下，第 j 个单胞的位

移可以表示为

xj =Aei( jql -Ωτ)+ Āe-i( jql -Ωτ) （27）

同样，相邻两个单胞的位移可以表示为

xj - 1 =Aei[( j - 1)ql -Ωτ]+ Āe-i[( j - 1)ql -Ωτ]

xj + 1 =Aei[( j + 1)ql -Ωτ]+ Āe-i[( j + 1)ql -Ωτ]
（28）

将式（27）、式（28）代入式（26）中，并且仅考虑单次谐

波，忽略复共轭项和高次谐波项可得

-Ω2 A + 2A -Aeqli -Ae-qli + 3εAĀ[(1 - e-qli )2 (1 - eqli )+
(1 - eqli )(1 - e-qli )2 ]= 0

（29）

移项化简后可得

Ω = 2 - 2cos(ql)+ 12ε || A
2
[1 - cos(ql)]2 （30）

根据式（26），利用上一节所提到的摄动法，可见式（26）

与式（10）不同点在于缺少了 k̄3 项，即两次利用摄动法的过

程中，对动力学方程进行无量纲化时是否消去了 k̄3 项。重

复步骤进行求解，具体过程本节不再赘述，求解结果为与利

用谐波平衡法求解的结果区分，记为Ω1，则

Ω1 = ε
3 || A

2
[2 - 2cos(ql)]3/2

2
+ 2 - 2cos(ql) +O(ε2 )

（31）

忽略小量 O(ε2 ) 并分别对式（30）和式（31）进行平方，

可得

Ω2 = 12ε | A |2 [1 - cos(ql)]2 + 2 - 2cos(ql) （32）

Ω2
1 = 2 - 2cos(ql)+ 12ε | A |2 [1 - cos(ql)]2 + 18ε2| A |4

          [1 - cos(ql)]3
（33）

对比式（32）和式（33）可以得出，对于非线性单原子链

的色散方程，摄动法和谐波平衡法的求解结果量纲一频率

的平方，只差一个高阶小量 18ε2| A |4 [1 - cos(ql)]3，忽略高阶

小量后，两种方法求解的结果相同。

4 结论
本文对由磁力特性构成的一维立方非线性刚度周期结

构建立了理论模型，给出了立方非线性刚度周期结构色散

关系的求解过程。根据求解结果，对比分析一维线性刚度

周期结构和一维立方非线性刚度周期结构的色散特性，得

出以下结论：

（1）对于一维线性刚度周期结构，当外激励频率小于截

止频率时，结构中波的传播呈现通带，在外激励频率大于截

止频率时，波会衰减。

（2）立方非线性刚度周期结构的色散，不仅与其单胞固

有频率有关，还与外激励的幅值有关，外激励幅值越大，色散

曲线偏移量越大。相较于线性刚度周期结构，硬非线性可以

突破线性离散周期结构外激励频率大于固有频率的两倍时

波就衰减的限制，进一步拓宽通带宽度，软非线性则相反。

（3）对于一维立方非线性刚度周期结构色散关系的求

解，摄动法和谐波平衡法的求解结果只差一个高阶小量，忽

略高阶小量可认为求解结果相同。

综上所述，本文的研究和结论将为立方非线性刚度周

期结构的设计提供理论指导，为基于非线性振子周期结构

的飞行器壁板振动控制的进一步研究奠定基础，后续工作

将利用磁铁串联形成周期结构后开展试验研究，验证本文

推导结果。
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Study on Dispersion Characteristics of One-Dimensional Cubic Nonlinear 
Stiffness Periodic Structures

Zuo　Ang1， Xu　Yanlong1，2， Chen　Ning1， Zhang　Mengjia1， Gu　Yingsong1， Yang　Zhichun1

1. Northwestern Polytechnical University， Xi’an 710072， China

2. State Key Laboratory for Strength and Vibration of Mechanical Structures， Xi'an 710049，China

Abstract: The study of the dispersion characteristics of periodic structures formed by cubic nonlinear stiffness unit cell 

arrays, which has a certain promoting effect on the research of aircraft panel vibration control. Firstly, the dynamic 

model of one-dimensional linear stiffness periodic structure is constructed, and its dispersion equation is derived 

based on Bloch theory. Its dispersion characteristics and wave propagation are analyzed. Then the dynamic model of 

the periodic structure with cubic nonlinear stiffness unit cells is established, and the dispersion equation of the periodic 

structure is derived by using the perturbation approach. Finally, considering the complex working environment of 

aircraft panels and the limitation that the perturbation approach is only applicable to weak nonlinearity, the solution 

process of harmonic balance method for periodic structures with cubic nonlinear stiffness dispersion relation is given, 

and the solution results of the two methods are compared. This paper lays the foundation for further research on 

vibration control of aircraft wall panels using nonlinear periodic structures, and also contributes to the research on low-

frequency damping of nonlinear phononic crystals.
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