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0 引言
全球导航卫星系统(GNSS)具有全球性、全天候和连续的

精密三维定位能力，目前已经广泛应用于定位、导航、授时、测

地等各种领域。利用载波相位相对定位技术能够进行高精度

的载体姿态解算，相比于传统的惯性器件解算姿态方法，具有

体积小、成本低、无累积误差等优势，已经成为当前姿态测量的

主要手段之一。而单历元定姿算法因其避免了周跳检测和修

复，成为当前工程应用的研究热点[1]。对于GNSS单历元定姿算

法而言，成功率和精度是其两个重要的指标。目前，国内外已有

大量算法提升整周模糊度解算的成功率，其中利用基于基线

长度约束的LAMBDA算法是单历元求解载体姿态的一种非常

有效的算法[2]，但对单历元定姿精度的理论分析还缺少较为完

备的相关研究。本文在该算法的基础上，基于经典的双差观测

模型，对单历元定姿的精度进行了理论分析，研究了影响定姿

的各种因素，包括基线长度、基线方位角、卫星几何分布、频率

个数以及载波相位和码的观测精度，着重分析了多频观测值

对定姿精度的影响，并进行了仿真评估与验证。

1 GPS单历元定姿数学模型
以A、B两个天线为端点的基线，其关于卫星k在Li波段的

单差载波相位观测方程和单差码观测方程表述如下:

( ) ( )k k k k
i i AB i AB AB A B i ABN r c t t vλ φ δ δ+ = + − +   

( )k k k
i AB AB A B i ABr c t tρ δ δ µ= + − +  
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是A、B两个天线到卫星k的单差载波相位的小

数部分，( ) ( )k k k k
i i AB i AB AB A B i ABN r c t t vλ φ δ δ+ = + − +   

( )k k k
i AB AB A B i ABr c t tρ δ δ µ= + − +  

是待估计的单差整周模糊度，

( ) ( )k k k k
i i AB i AB AB A B i ABN r c t t vλ φ δ δ+ = + − +   

( )k k k
i AB AB A B i ABr c t tρ δ δ µ= + − +  是两个天线到

卫星k的单差码观测量，( ) ( )k k k k
i i AB i AB AB A B i ABN r c t t vλ φ δ δ+ = + − +   

( )k k k
i AB AB A B i ABr c t tρ δ δ µ= + − +  

为其单差几何距离，λi是载波波长, δtA

和δtB分别是由两个接收机钟差引起的观测误差，( ) ( )k k k k
i i AB i AB AB A B i ABN r c t t vλ φ δ δ+ = + − +   

( )k k k
i AB AB A B i ABr c t tρ δ δ µ= + − +  

是单差

载波相位观测噪声， 

( ) ( )k k k k
i i AB i AB AB A B i ABN r c t t vλ φ δ δ+ = + − +   

( )k k k
i AB AB A B i ABr c t tρ δ δ µ= + − +  是单差码观测噪声。对于短基线而

言，两天线到卫星的视向几乎平行，则单差几何距离可以看

成基线向量在视向方向上的投影，即有[3]

 ( )
Tk k

ABr∆ = ⋅s b                                                                                                                 (3)
其中sk是天线到卫星k的单位矢量,b是基线向量。对于m卫

星而言，所有单差载波相位和码观测值分别写成如下矩阵形式

i s                                                   i  s        i s                                  i m= ⋅ + +

y E b N e v v 0  I

y E b e v v 0 I

( )21 , ~ ,2i s                                        i s                         i s        i s                                  i    m
i

Nφ φ φ
φβ σ

λ
= ⋅ − + +   

( )21
i

Nρ ρ ρ
ρβ σ

λ
  

              (4)

                                                                                                   (5)

其中
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选取卫星1为参考星，则可定义双差算子为D＝(-em-1,Im-1),

由于De=0 ，则将该算子分别作用在式(4)和式(5)的两端，可

以得到

y H b v

y H b N v v 0 Q

v 0 Q

, , ,i D i i D i D
φ φ= ⋅ − + ( )2

, ,~ 2i D iNφ
φσ     

, ,i D i i D
ρ ρ= ⋅ + ( )2

, ,~ 2Nρ
ρσ   

i D i

     (6)
                                                                                                   (7)

其中 i iH DEv Dvv Dvy Dyy Dyi D i s
φ φ= i D i s

ρ ρ= φ φ= ρ ρ= =N DN 1 λ= T=Q DDi D i s i D i s i D i s

i iH DEv Dvv Dvy Dyy Dyi D i s
φ φ= i D i s

ρ ρ= φ φ= ρ ρ= =N DN 1 λ= T=Q DDi D i s i D i s i D i s

　　方差协方差矩阵中的Q是双差模型的协因数矩阵，联立

式(6)和式(7)，则有

i D i D
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                                                                                          (8)

将数学模型重新表述为

E D( ) [ ] { } 
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                                      (9)

其中， 整周模糊度向量，  
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。

上述模型是Li波段的单频载波相位和码联合定姿数学

模型。对于某个GNSS系统而言，假设其有n个频段的观测数

据可以利用，则有
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(10)

　　以GPS和Galileo系统为例，其具体的频率指标如表1所

示：

2 姿态解算
2.1 求解整周模糊度浮点解

信号类型 频率 基频(MHz) 倍频数 载波频率(MHz)

GPS

L1 10.23 154 1575.42

L2 10.23 120 1227.60

L5 10.23 115 1176.45

Galileo

E1 10.23 154 1575.42

E5a 10.23 115 1176.45

E5b 10.23 118 1207.14

表1　GPS系统和Galileo系统的频率指标

首先不考虑a的整数特性，对式(9)采用加权最小二乘，可

以得到

   A Q B A Q A  A  Q   Y   
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式(11)应用正交投影算法[4]，可以得到

( )
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         (15)

将模糊度浮点解a固定成整周a，则可以用来修正基线浮

点解，得到高精度的基线固定解：

= −b a B Q B B Q  y   Aa( ) ( ) ( )
1T 1 T 1ˆ −− −

y y                                   (16)
2.2 固定整周模糊度

式(9)最小二乘估计的目标函数为

 32 Rb,ZaBbAaYmin
YQba,

∈∈−− n                               (17)

其中 ( ) ( )
2 T 1−⋅ = ⋅ ⋅
A

A ，且由正交分解可得[5]
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其中 ˆ bBaAYe ˆˆ −−= 。

由于基线长度l可以作为先验条件已知，即有ˆ bBaAYe ˆˆ −−= 在半径为 
l的球面 Sl 上

[6]：

 { }lRSl =∈= bb 3                                                           (19)
将式(18)变为带有二次约束的整数最小二乘搜索问题[7]，

如下所示
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将式(20)最后一项记为
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关于该式的快速算法参见文献[7]。式(21)的解为
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基于基线约束的LAMBDA算法(BC—LAMBDA)是求解

… … … …
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选取卫星1为参考星，则可定义双差算子为D＝(-em-1,Im-1),

由于De=0 ，则将该算子分别作用在式(4)和式(5)的两端，可

以得到

y H b v

y H b N v v 0 Q

v 0 Q
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, ,~ 2i D iNφ
φσ     
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i D i
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其中 i iH DEv Dvv Dvy Dyy Dyi D i s
φ φ= i D i s

ρ ρ= φ φ= ρ ρ= =N DN 1 λ= T=Q DDi D i s i D i s i D i s
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ρ ρ= φ φ= ρ ρ= =N DN 1 λ= T=Q DDi D i s i D i s i D i s

　　方差协方差矩阵中的Q是双差模型的协因数矩阵，联立

式(6)和式(7)，则有
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将数学模型重新表述为
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其中， 整周模糊度向量，  
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上述模型是Li波段的单频载波相位和码联合定姿数学

模型。对于某个GNSS系统而言，假设其有n个频段的观测数

据可以利用，则有
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(10)

　　以GPS和Galileo系统为例，其具体的频率指标如表1所

示：

2 姿态解算
2.1 求解整周模糊度浮点解

信号类型 频率 基频(MHz) 倍频数 载波频率(MHz)

GPS

L1 10.23 154 1575.42

L2 10.23 120 1227.60

L5 10.23 115 1176.45

Galileo

E1 10.23 154 1575.42

E5a 10.23 115 1176.45

E5b 10.23 118 1207.14

表1　GPS系统和Galileo系统的频率指标

首先不考虑a的整数特性，对式(9)采用加权最小二乘，可

以得到
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式(11)应用正交投影算法[4]，可以得到
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         (15)

将模糊度浮点解a固定成整周a，则可以用来修正基线浮

点解，得到高精度的基线固定解：

= −b a B Q B B Q  y   Aa( ) ( ) ( )
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2.2 固定整周模糊度

式(9)最小二乘估计的目标函数为
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YQba,
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其中 ( ) ( )
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ˆˆ ( )
( )

2222

abaYY QQQQ babaaeBbAaY
ˆˆ

ˆ −+−+=−−
                  (18)

其中 ˆ bBaAYe ˆˆ −−= 。

由于基线长度l可以作为先验条件已知，即有ˆ bBaAYe ˆˆ −−= 在半径为 
l的球面 Sl 上

[6]：

 { }lRSl =∈= bb 3                                                           (19)
将式(18)变为带有二次约束的整数最小二乘搜索问题[7]，

如下所示
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式(22)的最有效的搜索算法，其是在无约束LAMBDA算法[8]

的基础上考虑了基线长度约束，使其估计更为准确。 

2.3 姿态求解

固定整周模糊度后得到的基线坐标 b

  

(

在东北天坐标系

下表示为b

  

(

=(bE　bN　bU )
T，则最终的航向角计算为

( ) ( )NE bbarctan=bψ    

( ) ( ) ( ) 




 += 22

ENU bbbarctanbθ  

                                  (24)

俯仰角计算为

                                                                                         
(25)

2.4 姿态角精度

载体的姿态是根据基线坐标得到的，由于估计的基线坐

标是含有误差的，所以该误差会传播到由其解算得到的航向

角和俯仰角中。为了研究姿态角的估计精度，需要建立该误

差传播模型。首先，基线坐标在东北天坐标系下可以表述为

      
   
   
    sin cos

cos cos
sin

E

N

U

b l
b l
b l

ψ  θ
ψ θ

θ
= =b                                                                                        (26)

则对上述表达式进行线性化处理并应用方差传播定律，

则可以得到如下姿态角精度表达式[9]

( ) ( )
( )2

0
2
0

22
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22
02
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θ

σψσψσδψ l
NE +=
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22
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( ) ( ) 22
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22
00

22
00

2 )(sincoscossinsin UNEl σθσθψσθψσδ ++=  
 

                          

                                                                                                 
(27)

                                                                                                 (28)

                                                                                                 
(29)

根据式(27)、式(28)、式(29)可知，姿态角的估计误差随

着基线长度的增加而减小，基线长度的估计误差与基线长度

本身没有关系。航向角的精度与基线垂直方向的估计误差无

关，俯仰角的精度与水平向和垂直向的估计误差都有关系，

并且二者精度与姿态角有关，即与基线向量的当前指向有

关，文献[9]给出了基线不同指向下的姿态角精度的典型值。

此外，姿态角的估计精度与基线东北天三个分量的估计精度

有关，即与Q H Q H
  
   ( ) ( )

1

T 1
ˆ 2 2

1 1
2 2 i i

i                   iφ ρσ σ

−

−
  

= + b a 阵的对角线元素值密切相关。如果能够减小

该对角线元素值，则可以提高姿态角的估计精度。

3 基线估计精度分析
3.1 单频观测下的基线精度分析

由上述单频段载波相位和码联合解算的数学模型可知，

一旦整周模糊度求解完毕，可以带入原数学模型采用式(16)

估计基线向量，根据方差协方差传播定律可以推知其相应的

方差协方差矩阵为

Q H Q H
  
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由式(7)中矩阵的定义进一步化简可得

( ) ( )
12 1 T T T   −1

ˆ ( )i iλ ω
−−=b aQ E D DD DE                                  (31)

其中 
φ ρ 

  
 

2 2

1 1
2 2i

i                   i    
ω

σ σ
 

= +

若令T=DT (DDT)-1D，则上式简化为
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其系数可以进一步整理得到
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由于码的观测精度远远小于载波相位的测量精度，故上

式可以近似等于

Q E TE( )
( )

12 2 T
ˆ 2 φλ σ

−
=b a i         i

                                             (34)

该式表明，基线坐标的精度主要由两部分精度决定，其

一是观测数据的精度和载波波长，体现在式(34)的系数上；其

二是卫星几何分布状况，体现在式(34)的矩阵部分。由于卫星

的几何分布是由卫星运动决定的，接收机无法改变，因此可

以采用多个频段的接收机和更高观测精度的观测数据提高

定姿精度。

3.2 多频观测下的基线精度分析

对于多频GNSS观测模型，则根据式(10)可以推知

i i i i i
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忽略码对基线精度的贡献，则类似式(34)可得到

   = =σ λ σ   =                                        =   ∑         ∑Q H Q H E TE
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(36)

假设所有观测频段的载波相位测量精度相同，以周计

算，即

σ σ σ2 2 2
φ φ φ= =1             2              3                                                           (37)

则式(36)可以简化为

 
 Q E TE
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                                   (38)

式(38)表明，多个频段的观测值可以减小观测误差，三

频观测相比于单频模型的基线误差比值为
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式(22)的最有效的搜索算法，其是在无约束LAMBDA算法[8]

的基础上考虑了基线长度约束，使其估计更为准确。 

2.3 姿态求解

固定整周模糊度后得到的基线坐标 b
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下表示为b
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俯仰角计算为
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2.4 姿态角精度

载体的姿态是根据基线坐标得到的，由于估计的基线坐

标是含有误差的，所以该误差会传播到由其解算得到的航向

角和俯仰角中。为了研究姿态角的估计精度，需要建立该误

差传播模型。首先，基线坐标在东北天坐标系下可以表述为
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则对上述表达式进行线性化处理并应用方差传播定律，

则可以得到如下姿态角精度表达式[9]
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根据式(27)、式(28)、式(29)可知，姿态角的估计误差随

着基线长度的增加而减小，基线长度的估计误差与基线长度

本身没有关系。航向角的精度与基线垂直方向的估计误差无

关，俯仰角的精度与水平向和垂直向的估计误差都有关系，

并且二者精度与姿态角有关，即与基线向量的当前指向有

关，文献[9]给出了基线不同指向下的姿态角精度的典型值。

此外，姿态角的估计精度与基线东北天三个分量的估计精度
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该对角线元素值，则可以提高姿态角的估计精度。

3 基线估计精度分析
3.1 单频观测下的基线精度分析

由上述单频段载波相位和码联合解算的数学模型可知，

一旦整周模糊度求解完毕，可以带入原数学模型采用式(16)

估计基线向量，根据方差协方差传播定律可以推知其相应的

方差协方差矩阵为
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由于码的观测精度远远小于载波相位的测量精度，故上

式可以近似等于
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该式表明，基线坐标的精度主要由两部分精度决定，其

一是观测数据的精度和载波波长，体现在式(34)的系数上；其

二是卫星几何分布状况，体现在式(34)的矩阵部分。由于卫星

的几何分布是由卫星运动决定的，接收机无法改变，因此可

以采用多个频段的接收机和更高观测精度的观测数据提高

定姿精度。

3.2 多频观测下的基线精度分析

对于多频GNSS观测模型，则根据式(10)可以推知
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忽略码对基线精度的贡献，则类似式(34)可得到
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假设所有观测频段的载波相位测量精度相同，以周计

算，即
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则式(36)可以简化为
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式(38)表明，多个频段的观测值可以减小观测误差，三

频观测相比于单频模型的基线误差比值为
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由于 f f 2 2 2 2
1 2 2 1λ λ = 并且 2 2 2 2 1         5             5         1f fλ λ = ,故对于GPS的三频观

测，根据表1中的频率指标，则该可以计算该误差比值
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即GPS三频观测的定姿精度方差是单频观测的0.4619，

即其标准差是单频观测的0.6796，精度约提高32%。同理可

得，双频观测定姿精度的标准差为单频观测的78.8%，精度

大约提高21%。对于Galileo的三频观测而言，则计算误差比

值为

1 2.1448= + + =   
2 2115 118

154 154
η    

                                              
(41)

即Galileo三频观测的定姿精度方差是单频观测的0.4662，

即其标准差是单频观测的0.6828，精度约提高31.7%。同理

可得双频观测定姿精度的标准差为单频观测的80.12%，精

度大约提高20%。

4 仿真验证
为了进一步验证多频观测对定姿精度的改善程度，以

GPS定姿为例，进行了单历元定姿的仿真实验。多频定姿的

仿真数据采用荷兰Delft理工大学研发的VISUAL模拟器仿真

软件[10]生成，该软件可以根据真实星历数据和模拟的基线

坐标生成三频GPS的载波相位和码的观测数据，在整周模

糊度解算和GNSS相对定位和单历元定姿的研究中被广泛采

用[7]。仿真实验数据的整周模糊度解算方法采用CLAMBDA

算法，剔除不正确的整周模糊度解后，再进行精度评估。

为了便于分析单位基线长度下的定姿精度，基线长度选为1

米，观测历元个数为5000个。两天线所构成的基线矢量在

东北天坐标下为(100) T，即航向角真值为90˚，俯仰角真值

为0˚。载波相位观测噪声设为0.02周，可见星数目为8颗，

其在观测时间段内的分布如图1所示。仅用GPS L1单频单历

元定姿的结果如图2所示，采用GPS L1/L2/L5三频定姿的结

果如图3所示。

对比图2和图3可知，三频观测对航向角和俯仰角的精
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图1 卫星分布图

频率

组合

均值(°) 标准差(°)

航向 俯仰 航向 俯仰

L1 89.9982 -0.0016 0.2846 0.5818

L1\L2 89.9967 -0.0108 0.2223 0.4509

L1\L2\L5 89.9943 -0.0094 0.1936 0.3888

图2　L1单频单历元定姿结果

图3　L1/L2/L5 三频单历元定姿结果

表2　GPS多频定姿的姿态角结果
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表2　GPS多频定姿的姿态角结果
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度有明显改善。GPS各种频率组合的姿态角解算结果如表1

所示，对于航向角，双频和三频观测的误差分别为单频的

0.7811和0.6803；对于俯仰角，双频和三频观测的误差分别

为单频的0.7750和0.6683，均与理论值相吻合。

由于针对同一条基线采用不同方法对比姿态角精度，

其精度差异的影响因素主要由各个基线坐标的标准差决

定。姿态角和基线坐标解算结果的统计参数分别如表2和表

3所示。由表2可以看出，其均值非常接近真值，这是由观

测噪声的高斯特性决定的。由表3可以看出，多频观测可以

提高各个基线坐标的估计精度，且其精度提高程度决定了

姿态角精度的改善程度。对于东北天三个坐标分量而言，

双频观测可以将精度提高约21%，三频观测可以将精度提高

32%，参见式(40)。

此外，还可以看出无论哪种频率组合，由于GPS卫星

分布均在地理水平面之上，导致天向误差明显大于水平向

观测误差，这就决定了航向角的精度要优于俯仰角的估计

精度。

5 结论
基于GNSS的单历元定姿算法是目前姿态测量领域的研

究热点，而定姿精度是该技术的一个关键指标。本文基于

双差观测模型，对单频和多频观测下的定姿精度进行了理

论分析，指出了影响定姿精度的各种因素，着重分析了多

频观测相比于单频观测对定姿精度的提高程度，并采用仿

真实验进行了验证。结果表明，利用GNSS多频观测值提高

姿态解算精度具有重要的意义。                                      
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