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摘 要：在实际工程中，时变性与模糊性耦合的现象普遍存在，导致评估系统可靠性时面临模型复杂和计算规模庞大的困

难。针对这一问题，从单层解耦结合自适应半代理模型的角度出发，本文提出了模糊失效状态下的时变可靠性分析的高效

算法。首先，基于单层解耦将模糊边界通过辅助变量嵌入时变功能函数中，将模糊边界时变可靠性分析等价转换为高维二

态假设下的时变可靠性分析；其次，本文借助Kriging代理模型的高斯特性，推导了原始时变功能函数代理模型与等价高维

时变功能函数代理模型之间的互推关系，建立了仅代理原始功能函数求解等价高维二态假设下时变可靠性分析的单层半代

理模型法；最后，通过数值算例和复合材料机翼模型分析结果验证了所提方法的高效性和准确性。本文所提方法可高效评

估复杂工程系统在模糊失效状态下的时变可靠性，为优化和提高系统的安全性与可靠性提供理论指导。
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可靠性分析是指结构、机构或产品在规定的使用条件

下完成规定功能的能力[1]。传统的可靠性分析模型认为只

有达到累积损伤极限时结构才会发生失效，从安全状态过

渡到失效状态是一个突变的过程[2]。在实际情况中，由于

缺乏失效阈值的统计数据、认知水平的限制和结构的逐渐

退化等，结构的破坏状态与安全状态之间往往具有模糊

特性。

近年来，已有许多学者针对模糊可靠性分析进行了研

究，Cai Kaiyuan[3-5]和Onisawa[6]等建立了模糊失效状态下基

于模糊失效隶属函数的可靠性分析模型，即概率输入和模

糊状态假设模型，简称Profust模型。求解模糊失效可靠性

最基本的方法是蒙特卡罗模拟（MCS）法。MCS法具有广

泛的适用性，但需要计算大规模的样本才能得到准确结果。

针对 MCS 法模拟样本规模庞大而导致的计算耗时问题，

Feng Kaixuan 等[7]通过子集模拟方法降低了 MCS 法估计

Profust模型的样本规模。尽管引入高效抽样可以降低模拟

样本规模，但对于复杂结构尤其是含有隐式功能函数的问

题，数字模拟法仍无法快速实现模糊失效状态下的可靠性

分析。为避免数字模拟法中大规模复杂结构重分析，自适

应Kriging代理模型结合MCS（AK-MCS）法被用于估计模

糊失效概率[8]，通过将样本空间划分为绝对安全、绝对失

效，以及模糊失效状态三个区域，AK-MCS方法[9]可以分步

式应用于模糊失效概率的求解中，极大地提高了模糊失效

概率求解的效率和准确性。

然而在实际工程中，由于环境、使用条件和维护等因素

的动态变化，结构参数会随时间发生改变，可靠性会呈现出

时变性。因此，针对同时存在模糊性和时变性的模糊失效

状态下的时变可靠性分析问题进行研究十分重要。Hu 

Yingshi等[10]通过引入一维服从标准正态分布的辅助变量，

将失效边界的模糊性融入时变功能函数中，将模糊失效状
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态下的时变可靠性分析等价转换为二态假设下的时变可靠

性分析，最后通过单层Kriging代理模型法[11]求解二态假设

下的时变可靠性。该方法需建立广义时变功能函数的

Kriging代理模型，其维度相对于原问题的功能函数将升高

一维，增加了模型复杂度和训练样本规模，这将导致计算耗

时的问题。

为了解决上述单层Kriging代理模型法存在的代理模

型维度困难问题，本文提出了单层半代理模型法，所提算法

利用原始时变功能函数代理模型与广义时变功能函数代理

模型之间的互推关系，通过仅代理原始时变功能函数建立

广义时变功能函数的Kriging代理模型，进而求解模糊失效

状态下的时变可靠性。本文所提方法能够降低代理模型的

复杂程度，并显著提高模糊失效状态下时变可靠性的求解

效率[12]。

1 模糊失效状态下的时变可靠性分析模型及
其求解方法
1.1 模糊失效状态下的时变可靠性模型

记X = {X1X2Xn}
T
为n维随机输入变量矩阵，t为时

间变量，时间观察区间为 tÎ [ t0ts ]，设时变功能函数为

g ( Xt )，令 gmin( X ) = min
tÎ[t0ts ]

g ( Xt )，则模糊失效状态下时变

功能函数关于模糊失效域 F͂的隶属函数μ
F͂(gmin( X ) )如图1

所示，图中 λÎ [01]为gmin( X )对应失效的隶属度。建立模

糊失效状态下的时变可靠性分析模型如式（1）所示

Pf(t0ts ) = ∫
-¥

+¥

μ
F͂(gmin( x ) ) fX( x )dx =

      ∫
0

1

Prob{gmin( x ) ≤ μ-1
F͂ ( λ)}dλ

（1）

式中，Prob{·}为概率算子，μ-1
F͂ (·)为关于模糊失效域 F͂的隶

属函数的反函数，x为随机输入变量矩阵X的实现值矩阵，

fX( x )是随机输入变量矩阵X的联合概率密度函数，当输入

变量相互独立时有 fX( x ) = ∏
i = 1

n

fXi( )xi ,fXi( xi )，i = 12n 是

输入变量Xi的边缘概率密度函数。

引入与随机输入变量矩阵X独立的服从标准正态分布

的辅助变量X n + 1 N (01)，参考文献[10]建立了广义时变功

能函数和广义时变清晰失效域为式（2）和式（3）

ge( XX n + 1t ) = g ( Xt ) - μ-1
F͂ (Φ ( X n + 1 ) ) （2）

F e =
ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
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ïïïï

ïïïï

( )XX n + 1 : g ( )Xt - μ-1
F͂ ( )Φ ( )X n + 1 ≤ 0 

$tÎ [ ]t0ts

（3）

式中，Φ ( X n + 1 )为辅助变量X n + 1的累积分布函数。

通过建立广义时变功能函数，模糊失效状态下的时变

可靠性分析可等价转换为高维二态假设下的时变可靠性分

析，即

P̂f(t0ts ) = ∫
F e

fX( )x ϕ ( xn + 1 )dxdxn + 1 =

     ∫
g e

min( )xxn + 1 £ 0

fX( )x ϕ ( xn + 1 )dxdxn + 1
（4）

式中，g e
min( xxn + 1 ) = min

tÎ[t0ts ]
ge( xxn + 1t )，ϕ ( × ) 为辅助变量

X n + 1的概率密度函数，xn + 1为辅助变量X n + 1的实现值。

基于式（4），参考文献[10]建立了单层Kriging代理模型

分析方法，具体思路及步骤见1.2节。

1.2 单层 Kriging 代理方法

单层Kriging代理模型方法通过自适应建立广义时变

功能函数 ge( XX n + 1t )的Kriging代理模型 g e
K( XX n + 1t )求

解模糊失效状态下的时变失效概率，具体步骤如下：

（1）产生随机输入变量矩阵X、辅助变量X n + 1和时间参

数 t 的候选样本池矩阵 S =
é

ë

ê

ê
êêê

ê

ê

ê ù

û
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úúú
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úx1 xn + 1
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与 S t =
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tNt

，其中 Nx

为随机变量的样本数量，时间 tÎ[t0ts ]，Nt 为时间变量在时

间观察域内离散的样本规模。

（2）产生构建广义时变功能函数的Kriging代理模型的

初始训练集矩阵T。从候选样本池中抽取关于随机输入变

量矩阵X、辅助变量X n + 1 以及时间 t的少量样本，放入矩阵

S0 =
é

ë

ê

ê
êêê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú
úúú

ú
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úx1 xn + 1
1 t1

  
xN0

xn + 1
N0

tN0

，计算矩阵S0中样本对应的广义时变功

能 函 数 值 ，形 成 初 始 训 练 样 本 集 矩 阵 T =

ì
í
î
∪
k = 1

N0

[ ]( )xkx
n + 1
k tk g ( )xkx

n + 1
k tk

ü
ý
þ
，其中 N0 为初始训练样本

图1　gmin (X)关于模糊失效域的隶属函数示意图

Fig.1　Membership function diagram of gmin (X) 

   with respect to fuzzy failure domain
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集的容量。

（3）利用训练样本集矩阵T构建广义时变功能函数的

Kriging代理模型g e
K( XX n + 1t )。

（4）选择更新样本点。首先由式（5）计算U学习函数的

值Umin( x ix
n+1
i )，并根据( x iuxn+1

iu )= arg min
( )xix

n + 1
i Î S

{Umin( x ix
n + 1
i )}

找 出 需 要 更 新 的 ( x ix
n + 1
i )，再 根 据 tju( x iuxn + 1

iu ) =
arg min

tjÎ S t
{U ( x iuxn + 1

iu tj )}来选择需要更新的 tj，得到新的更新

点( x iuxn + 1
iu tju( x iuxn + 1

iu ) )。

Umin( x ix
n + 1
i ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ïï
ï
ï

ï

max
jÎ S t

U ( )x ix
n + 1
i tj   μg e

K( )x ix
n + 1
i tj ≤ 0

  且U ( )x ix
n + 1
i tj  ≥ 2$j = 1…Nt

min
jÎ S t

U ( )x ix
n + 1
i tj  其他

（5）

式中，U(x ix
n + 1
i tj )可由式（6）求得［12］，即

U ( x ix
n + 1
i tj ) = || μg e

K( )x ix
n + 1
i tj

σg e

K
( )x ix

n + 1
i tj

（6）

式中，μg e
K( x ix

n + 1
i tj )和 σg e

K
( x ix

n + 1
i tj )为当前广义时变功能

函数Kriging代理模型在点( x ix
n + 1
i tj )处的均值和标准差。

（5）利用最大相对误差准则判断更新过程的收敛性。

当前Kriging模型估计模糊失效状态下时变失效概率的最

大相对误差可由式（7）求得

εmax
r = max

N *
f2Î[0N x

2 ]

ì
í
î

ïï
ïï

|Nf2 -N *
f2|

Nf1 +N *
f2

´ 100%
ü
ý
þ

ïï
ïï

（7）

式 中 ，Nf1 为 Umin( x ix
n + 1
i ) ≥ 2 的 失 效 样 本 个 数 ；N x

2 为

Umin( x ix
n + 1
i ) < 2的样本个数，Nf2 为其中的失效样本个数，

N *
f2为其中真实失效样本个数。

本文采用 εmax
r < 1%作为代理模型更新停止准则，当该

条件满足，转入第（6）步，否则计算出更新点相应的广义时

变 功 能 函 数 的 值 ，并 更 新 训 练 样 本 集 为 T =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï
TÈ ( )( )x iuxn + 1

iu tju( )x iuxn + 1
iu 

ge( )x iuxn + 1
iu tju( )x iuxn + 1

iu

ü

ý
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ï
ïï
ï

ïïïï
，并返回第（3）步。

（6）计算失效概率估计值及其变异系数。根据更新结

束后的Kriging模型 g e
K ( XX n + 1t )，由式（8）和式（9）计算模

糊失效状态下的时变失效概率的估计值及其变异系数

P̂f (t0ts ) =∑
i = 1

Nx

ÎF e
K
( )x ix

n + 1
i Nx （8）

Cov ( P̂f(t0ts ) ) = 1 - P̂f( )t0ts

( )Nx - 1 P̂f( )t0ts

（9）

式中，F e
K为广义时变功能函数Kriging模型对应的广义清晰

失效域，ÎF e
K
( x ix

n + 1
i )为其在点 ( x ix

n + 1
i )处的指示函数，可由

式(10)求得

ÎF e
K
( x ix

n + 1
i ) =

ì
í
î

ïï

ïïïï

1  g e
K( )x ix

n + 1
i tj ≤ 0  $j = 1…Nt

0  g e
K( )x ix

n + 1
i tj > 0  "j = 1…Nt

（10）

（7）根据变异系数判断失效概率计算结果的稳健性，若

变异系数小于 5%，即 Cov ( P̂f (t0ts ) ) < 5%，输出模糊失效

状态下时变失效概率估计值及其变异系数；否则，扩充候选

样本池矩阵S的规模，返回第（4）步重新计算。

已 有 的 单 层 法 代 理 的 是 广 义 时 变 功 能 函 数

ge( XX n + 1t )的Kriging代理模型，其相对原始时变功能函

数g ( Xt )的Kriging代理模型将升高一维输入变量，为了避

免广义时变功能函数Kriging代理模型的建立带来的升维

问题，而不失单层Kriging代理模型的高效性，本文提出了

单层半代理模型方法，其具体原理和步骤将在第 2节中详

细介绍。

2 模糊失效状态下时变可靠性分析的单层半
代理方法

为了解决直接构建引入辅助变量的广义时变功能函数

的Kriging代理模型导致的升维问题，本节建立了单层半代

理模型，以降低等价高维广义时变功能函数代理模型的复

杂度，提高求解模糊时变失效概率的效率。

2.1 方法原理

根据式（2）可以看出广义时变功能函数 ge( XX n + 1t )
与原始时变功能函数 g ( Xt ) 之间存在线性关系，且

μ-1
F͂ (Φ ( X n + 1 ) )是辅助变量X n + 1 的显式函数，因此可以通过

原始时变功能函数g ( Xt )的Kriging代理模型gK( Xt )建立

广义时变功能函数的Kriging代理模型，即

g e
SK( XXn + 1t ) = gK( Xt ) - μ-1

F͂ (Φ ( Xn + 1 ) ) （11）

区别于直接构建的广义时变功能函数 Kriging 模型，

g e
SK( XXn + 1t )为通过代理原始时变功能函数g ( Xt )建立的

广义时变功能函数的Kriging模型。

由于原始时变功能函数的Kriging代理模型gK( Xt )在
点 ( x itj ) 的 最 佳 线 性 无 偏 估 计 为 高 斯 变 量 ，即

gK( x itj ) N ( μgK( x itj ) σ 2
gK( x itj ) )，因此，广义时变功能函
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数Kriging代理模型g e
SK( XXn + 1t )在点 ( x ix

n + 1
i tj )的期望和

方差分别可通过原始时变功能函数的 Kriging 代理模型

gK( Xt ) 的均值和方差及模糊隶属函数反函数在点

( x ix
n + 1
i tj )的值确定，即式（12）和式（13）

E (g e
SK( x ix

n + 1
i tj ) ) =E (gK( x itj ) - μ-1

F͂ (Φ ( xn + 1
i ) ) ) =

                                E (gK( x itj ) ) -E ( μ-1
F͂ (Φ ( xn + 1

i ) ) )  =

                               μgK( x itj ) - μ-1
F͂ (Φ ( xn + 1

i ) )
(12)

D (g e
SK( x ix

n + 1
i tj ) ) =D (gK( x itj ) - μ-1

F͂ (Φ ( xn + 1
i ) ) ) =

                                 D (gK( x itj ) ) = σ 2
gK( x itj )

(13)

因此，广义时变功能函数Kriging代理模型的预测均值

μg e

SK

和标准差 σg e

SK

与原始时变功能函数Kriging代理模型预

测均值μgK
和标准差σgK

在点( x ix
n + 1
i tj )处的转换关系为

μg e

SK
( x ix

n + 1
i tj ) = μgK( x itj ) - μ-1

F͂ (Φ ( xn + 1
i ) )

σg e

SK
( x ix

n + 1
i tj ) = σgK( x itj ) (14)

基于式（14）的转换关系，式（6）的U学习函数可等价表

示为

U ( x ix
n + 1
i tj ) = || μg e

SK( )x ix
n + 1
i tj

σg e
SK( )x ix

n + 1
i tj

=

               
|| μgK( )x itj - μ-1

F͂ ( )Φ ( )xn + 1
i

σgK( )x itj

(15)

基于式（15），可以通过仅建立原始低维时变功能函数

的Kriging代理模型gK( Xt )用以计算已发展的建立高维广

义时变功能函数Kriging代理模型计算模糊失效状态下时

变可靠性分析中代理模型更新反映计算精度的 U 学习

函数。

2.2 方法步骤

本文所提方法相应的流程如图 2所示，具体实施步骤

如下。

（1）产生随机输入变量矩阵X、辅助变量X n + 1和时间参

数 t 的候选样本池矩阵 S =
é

ë

ê

ê
êêê

ê

ê

ê ù
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úúú
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úx1 xn + 1
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xNx

xn + 1
Nx

与 S t =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

út1


tNt

，其中 Nx

为随机变量的样本数量，时间 tÎ[t0ts ]，Nt 为时间变量在时

间观察域内离散的样本规模。

（2）产生构建原始时变功能函数的Kriging代理模型的

初始训练集矩阵T。从候选样本池中抽取关于随机输入变

量矩阵X和时间 t的少量样本，放入矩阵S0 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úx1 t1

 
xN0

tN0

中，

计算矩阵S0 中样本对应的原始时变功能函数值，形成初始

训练样本集矩阵T =
ì
í
î
∪
k = 1

N0

[ ](xktk )g(xktk )
ü
ý
þ
，N0 为初始训练

样本集的容量。

（3）利用训练样本集矩阵T构建原始时变功能函数的

Kriging代理模型gK (Xt)。

（4）选择更新样本点。首先由式（16）计算U学习函数

的值Umin( x ix
n+1
i )，并根据 ( x iuxn+1

iu )= arg min
( )xix

n+1
i Î S

{Umin( x ix
n+1
i )}

找 出 需 要 更 新 的 ( x ix
n + 1
i )，再 根 据 tju( x iuxn + 1

iu ) =
arg min

tjÎ S t
{U ( x iuxn + 1

iu tj )}来选择需要更新的 tj，得到新的更新

点( x iutju( x iuxn + 1
iu ) )。

Umin( x ix
n+1
i ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ïï
ï
ï

ï

max
jÎS t

U ( )x ix
n+1
i tj   μg e

SK( )x ix
n+1
i tj ≤0

且U ( )x ix
n+1
i tj  ≥2$j=12…Nt

min
jÎS t

U ( )x ix
n+1
i tj         其他

（16）

式中，U ( x ix
n + 1
i tj )  为

U ( x ix
n + 1
i tj )  =

|| μgK( )x itj - μ-1
F͂ ( )Φ ( )xn + 1

i

σgK( )x itj

（17）

式中，μgK( x itj )和 σgK( x itj )分别为当前原始时变功能函数

Kriging模型在点( x itj )处的均值和标准差。

（5）利用失效概率求解的最大相对误差准则判断更新

过程的收敛性。当前Kriging模型估计失效概率的最大相

对误差 εmax
r 可由式（7）求得。

本文采用 εmax
r < 1%作为代理模型更新停止准则，当该

条件满足时，转入第（6）步；否则计算出更新点相应的功能

函数的值 g ( x iutju( x iuxn + 1
iu ) )，更新训练样本集矩阵 T =

{TÈ (( x iutju( x iuxn + 1
iu ) ) g ( x iutju( x iuxn + 1

iu ) ) )}，并 返 回 第

（3）步。

（6）计算失效概率估计值及其变异系数。根据更新结

束后的Kriging模型，由式（18）和式（19）计算模糊失效状态

下的时变失效概率的估计值及其变异系数，即
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P̂f (t0ts ) =∑
i = 1

Nx

ÎF e
SK
( )x ix

n + 1
i Nx （18）

Cov ( P̂f (t0ts ) ) = 1 - P̂f( )t0ts

( )Nx - 1 P̂f( )t0ts

（19）

式 中 ，F e
SK 为 g e

SK( XXn + 1t ) 对 应 的 广 义 清 晰 失 效 域 ，

ÎF e
SK
( x ix

n + 1
i )为其在点 ( x ix

n + 1
i )处的指示函数，可由式（20）

求得

ÎF e
SK
( x ix

n + 1
i ) =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

1  min
j = 1Nt

g e
SK( )x ix

n + 1
i tj ≤ 0

0  min
j = 1Nt

g e
SK( )x ix

n + 1
i tj > 0

（20）

（7）根据变异系数判断失效概率计算结果的稳健性，若

变异系数小于5%，即Cov ( P̂f(t0ts ) ) < 5%，输出模糊失效状

态下的时变失效概率估计值及其变异系数；否则，扩充候选

样本池S的规模，返回第（4）步重新计算。

3 算例分析
3.1 悬臂管结构算例

悬臂管结构[13]如图3所示，根据在外力F1、F2、P和扭转力

T作用下悬臂梁的最大应力可建立功能函数如式（21）所示

g = σmax (21)

*fx(x)	xn�1�*�F�Nx+��!S
*t�<t0Uts>�*�F�Nt+��!S

t

�S��	�F�N0+��@3��(xkUtk)(k=1U2U�UN0)U

����@3��KT=      [(xkUtk)Ug(xkUtk)]�N0

k=1

�*T@3�����	�6��+Kriging�)��gx(XUt)

U(xiUxin�1Utj)=
|μgK

(xi�tj)�μF
�1( Ф(xin�1))|

Umin(xiUxin�1) = U(xiUxin�1�tj)

σgK
(xi�tj)

��
(i = 1U2U�UNxUj=1U2U�UNt)

min

U(xiUxin�1�tj) μgSK
(xiUxin�1�tj)�0�U(xiUxin�1�tj)�2�����j=1U2U�UNtmin

j=1U2…Ni

j=1U2…Ni

��

(xiu�xiu    )=arg
(xi�xi)i�S
min {Umin(xiUxin�1)}

tju(xiuUxin�1)=arg
tj�St
min{U(xiuUxiun�1�tj)}

4@(xi�xin�1)�Umin�2+��(xiUxin�1)
(1)
+�+�����Nf1

4@(xi�xin�1)�Umin��S2+��(xiUxin�1)
(2)
+�+�����Nf2

	
�

N* �<0, Nx >
εr

max max=
|Nf

 2
�N*

  |

Nf1�N
*

T={T?((xiu�tju(xiu�xiun�1))�g(xiu�tju(xiu�xiun�1)))}

	

�

����!S

D�Pf (t0, ts)	Cov(Pf (t0, ts))
^

^

^

Cov(Pf (t0, ts))<5%?

Pf (t0,ts)<
^

^
^

^

Σ IFeSK
(xi�xin�1)/Nx

Nx

i=1

Cov(Pf (t0, ts))
(Nx�1)×Pf (t0, ts)

1�Pf (t0,ts) =

n�1

f2 2 f2

e

f 2 ×100%

u

图2　单层半代理方法流程

Fig.2　Single-loop semi-surrogate model method flow chart

∃
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式中，σmax为原点处管顶表面的最大范式等效应力，其计算

公式为式（22）

σmax = σ 2
x + 3τ 2

zx 

σx =
P +F1 sin θ1 +F2 sin θ2

A
+

M
I

 
(22)

式中，σx 为法向应力，外力F1、F2 随时间 t变化，其变化规律

分别为 F1 = sin(t)F10 和 F2 = sin(t/2)F20。面积 A、弯矩 M、转

动惯量 I和扭转应力 τzx可由式（23）给出

A =
π
4
[ ]d 2 - (d - 2d1 )2

M =F1 L1cosθ1 +F2 L2cosθ2

I =
π
64

[d 4 - (d - 2d1 )4 ]

τzx =
Td
4I

(23)

悬臂管的最大应力应小于屈服强度，将屈服强度模糊

化，设其隶属函数为三种情况，即线性型、半正态型与半柯

西型，具体形式分别如式（24）~式（26），图 4为三个模糊失

效域隶属函数的示意图。

μ
F͂1
(gmin ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

0 gmin < 328MPa

328 - gmin

-20
 328MPa ≤ gmin ≤ 348MPa

1 gmin > 348MPa

(24)

μ
F͂2
(gmin ) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

exp ( )- ( )gmin - 348
2

300
 gmin < 348MPa

1 gmin ≥ 348MPa

(25)

μ
F͂3
(gmin ) =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

1

1 + 1/150 ( )gmin - 348
2
 gmin < 348MPa

1 gmin ≥ 348MPa                                        

(26)

将d1、d、F10、F20、P、T6个参数作为随机输入变量处理，

其分布形式见表1。在时间观察区间 tÎ[05]min内，分别采

用MCS方法、原始单层法和本文所提单层半代理法来估计

模糊失效状态下的时变失效概率。

图 5~图 7为不同形式隶属函数下失效概率估计值及

其最大相对误差随Kriging代理模型更新过程的变化趋势

图。通过对比两种方法失效概率估计值随Kriging代理模

型更新过程的变化曲线可以看出，在保证计算精度的同

时，本文所提方法相对于已有的单层Kriging代理模型法

收敛速度更快。

表2列出了在不同形式隶属函数下，采用三种方法分

析悬臂管模型在模糊失效状态下的时变可靠性结果。表2

中Ncall表示功能函数调用次数。计算结果表明，与MCS方

法相比，已有单层法和本文提出方法都能得到准确的结

果，验证了所提方法的准确性。对于半柯西型隶属函数，

所提方法的功能函数调用次数比已有单层法降低了

57.5%，计算时间降低了 69.9%；对于半正态型隶属函数，

所提方法的功能函数相对于已有单层法调用次数降低了

48.4%，计算时间降低了 60.1%；而对于线性型隶属函数，

所提方法的功能函数调用次数相对于已有单层法降低了

7.4%，计算时间降低了 17.0%，三种不同隶属函数下的计

算结果说明了本文所提方法的高效性和适用性。此外，三

z

y

F2 F1
θ2 θ1

d1T

d

P x

L1

L2

图3　悬臂管模型

Fig.3　A cantilever tube model

图4　悬臂管结构-隶属函数

Fig.4　The membership function of cantilever tube model

表1 悬臂管模型输入变量的分布类型及参数

Table 1 Distribution parameters of input variables in

cantilever tube model                  

变量

d1 /mm

d/mm

F10 /N

F20 /N

P/N

T/(N ×mm)

分布形式

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

均值

5

42

3000

3000

12000

90000

标准差

0.1

0.5

300

300

1200

9000

μ 
~
F1
（gmin（X））

μ 
~
F 2
（gmin（X））

μ 
~
F 3
（gmin（X））
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种情况下失效概率估计值的变异系数均小于 5%，验证了

本文所提方法在不同非线性隶属函数下求解的稳健性。

3.2 复合材料机翼模型算例

机翼作为提供飞机升力的关键部件，在飞机设计和运行

中扮演着十分重要的角色，机翼结构的失效概率分析对于确

保飞机的安全服役至关重要[14]。本算例中的复合材料机翼

结构[15]长 4.02m，宽 1.0m，主要由 17根翼肋、3组弦、1根主翼

梁和蒙皮组成，其中蒙皮的材料为T-300 3K/91，其余结构的

材料为铝合金。图8为简化后的机翼结构的边界条件和载荷

示意图，翼根处完全固定，在时间观察区间 tÎ[03]h内，翼尖

处施加的气动载荷随时间变化，其变化规律为

F (t ) = | 250 (cos (t ) /6 + 0.3) +F0 | (27)

考虑结构的最大位移，建立功能函数为g =D* -D，其中

D* 为最大允许位移，D= h (EAlνAlE11E22ν23G12G23Fθ )
为随机输入变量的隐式函数。E11 和E22 表示T-300 3K/91

的弹性模量，ν23表示T-300 3K/91的泊松比，G12和G23分别

表示T-300 3K/91的面内剪切模量和面外剪切模量，θ表示

复合材料纤维方向偏离角度，EAl 和 νAl 分别表示铝合金的

弹性模量和泊松比，9个输入变量相互独立且服从正态分

布，分布参数见表3。各输入变量取均值时，由仿真软件得

到分析结果如图9所示。

设该机翼结构模糊失效域的隶属函数为半正态型，具

体形式见式（28），示意图如图10所示。

(a) ���(�@�K�6��A* �	��

(b) ���(�@���,�A�K�6��A* �	��
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图5　悬臂管模型线性型隶属函数下时变可靠性计算

结果示意图                                                 

Fig.5　Time-dependent reliability calculation results

           diagram of cantilever tube model with linear

membership function                          
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图6　悬臂管模型半正态型隶属函数下时变可靠性计算

结果示意图                                                    

Fig.6　Time-dependent reliability calculation results

diagram of cantilever tube model with

semi-normal membership function     
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μ
F͂(gmin( X ) ) =

ì
í
î

ïï

ïïïï

exp é
ë

ù
û- ( )gmin( )X

2
  gmin( )X ≥ 0

1  gmin( )X < 0                                  
（28）

本算例分析了分别令位移阈值 D* = 119mm 和 D* =

121.5mm时的两种情况，对应不同量级的失效概率，图11和

图12分别对应两种情况下，失效概率估计值及其最大相对

误差随Kriging代理模型更新的变化曲线，表4为两种情况

下的计算结果。计算结果表明，两种位移阈值下的失效概

图9　复合材料机翼模型关于位移的有限元结果

Fig.9　Finite element results of displacement for composite

 wing models                                                   

表2 不同隶属函数下时变可靠性的计算结果

Table 2 Time-dependent reliability calculation results

     under different membership functions

隶属函数

线性型

半正态型

半柯西型

方法

MCS

已有单层法

单层半代理法

MCS

已有单层法

单层半代理法

MCS

已有单层法

单层半代理法

Ncall/次

2×105

54

50

2×105

95

49

2×105

106

45

P̂f

0.0046

0.0046

0.0046

0.0029

0.0027

0.0028

0.0034

0.0033

0.0034

Cov(P̂f )

0.031

0.033

0.033

0.042

0.043

0.043

0.039

0.039

0.039

计算时间/h

—

3.99

3.31

—

8.84

3.53

—

10.74

3.23

F(t)

图8　机翼结构边界条件和随时间变化的气动载荷

Fig.8　Boundary conditions and time-dependent

       aerodynamic loads of wing structures

表3 复合材料机翼模型输入变量分布类型及参数

Table 3 Distribution parameters of input variables in

composite wing models               

材料名称

铝

T-300 3K/

916

变量

EAl /GPa

νAl

E11 /GPa

E22 /GPa

ν23

G12 /GPa

G23 /GPa

F0 /N

θ/(°)

分布形式

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

正态分布

均值

72

0.3

140

10.1

0.2

57.7

40.7

1000

0

标准差

1.440

0.006

2.800

0.202

0.004

1.154

0.814

0.05

0.1
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图7　悬臂管模型半柯西型隶属函数下时变可靠性计算

结果示意图                                                     

Fig.7　Time-dependent reliability calculation results

 diagram of cantilever tube model with

Semi-Cauchy membership function   
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率估计值分别为 0.0119和 0.0005，且两种情况下本文所提

方法计算所得失效概率估计值的变异系数均小于 5%。第

一种情况下，所提方法相对于已有单层方法，功能函数调用

次数降低了79.3%，计算时间降低了90.6%；第二种情况下，

所提方法相对于原始方法，功能函数调用次数降低81.1%，

计算时间降低了 84.3%，说明保证计算精度和稳健性的同

时，本文所提方法极大提高了该机翼结构在模糊失效状态

下时变可靠性分析的效率。

4 结论
通过研究，可以得出以下结论：

（1）为了提高模糊失效状态下时变可靠性的分析效率，

本文提出了单层半代理模型法，所提算法利用原始时变功
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图12　D* = 121.5mm时复合材料机翼模型的可靠性计算

    结果示意图

Fig.12　Reliability calculation results diagram of composite

     wing model at D* = 121.5mm
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图11　D* = 119mm时复合材料机翼模型的可靠性计算

结果示意图                                               

Fig.11　Reliability calculation results diagram of composite

 wing model at D* = 119mm                         

图10　复合材料机翼模型-半正态型隶属函数

Fig.10　Composite wing models of semi-normal 

membership function               
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能函数代理模型与广义时变功能函数代理模型之间的互推

关系，通过代理原始时变功能函数建立广义时变功能函数

的 Kriging 代理模型，避免了直接构建广义时变功能函数

Kriging代理模型而导致的维度困难问题，极大提高了模糊

失效状态下时变失效概率的求解效率。

（2）算例结果表明，本文所提的方法均展现出比原始单

层法更高的计算效率，体现了其高效性。此外，针对不同隶

属函数下的复杂非线性数值算例和工程算例，单层半代理

法计算所得失效概率估计值的变异系数均小于5%，进一步

证明了本文所提方法的适用性和稳健性。
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表4 复合材料机翼模型在不同位移阈值下的可靠性计算结果

Table 4 Reliability calculation results of composite wing

                models under different displacement thresholds

位移阈值

D* = 119mm

D* = 121.5mm

方法

原始单层法

单层半代理法

原始单层法

单层半代理法

Ncall/次

305

63

392

74

P̂f

1.19×102

1.19×102

5.42×104

5.43×104

Cov(P̂f )

0.034

0.034

0.043

0.043

计算

时间/h

23.66

2.23

192.47

30.14
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Abstract: In practical engineering, the phenomenon of coupling between time variability and fuzziness is prevalent, 

leading to difficulties in evaluating system reliability due to model complexity and large computation scales. To 

address this issue, this paper proposes an efficient algorithm from a single-loop decoupling perspective combined with 

an adaptive semi-surrogate model. Firstly, the variable that measures the fuzzy property of failure boundary is 

embedded into the time-dependent limit state function through an auxiliary variable based on single-loop decoupling, 

which transforms the time-dependent reliability analysis under fuzzy failure states into an equivalent two states time-

dependent reliability analysis with the relatively high-dimensional variables. Secondly, to avoid establishing the 

surrogate of the complex equivalent time-dependent limit state function with high-dimensional input variables, the 

relationship of the surrogate models between the original time-dependent limit state function and the equivalent time-

dependent limit state function with high-dimensional input variables is derived based on the Gaussian properties of the 

Kriging model. Then an efficient single-loop semi-surrogate model method for analyzing the time-dependent reliability 

analysis under fuzzy failure states is constructed. Finally, numerical examples and analyses of composite wing 

models validate the efficiency and accuracy of the proposed method. This approach enables the efficient evaluation of 

time-dependent reliability for complex engineering systems under fuzzy failure states, providing a reference for 

optimizing and enhancing system safety and reliability.

Key Words: fuzzy failure state; time-dependent reliability; single-loop method; semi-surrogate; Kriging surrogate 

model
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