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热化学非平衡 Navier-Stokes 方程
组GMRES算法研究
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摘 要：高效求解热化学非平衡 Navier-Stokes 方程组是支撑高超声速工程实践的重要手段。本文针对热化学非平衡

Navier-Stokes方程组化学反应源项和振动能源项引起的数值刚性问题，采用低阶数值离散格式和源项雅可比（Jacobi）矩

阵对角化技术构造预处理矩阵，显著改善传统广义最小残差（GMRES）算法数值稳定性和计算效率。将化学反应源项雅

可比矩阵对角化技术推广到热化学非平衡Navier-Stokes方程组源项 Jacobian的对角化，推导了预处理矩阵的构造过程，

并通过预处理矩阵近似因子分解，给出了基于矩阵三角分解对称高斯赛德尔（LU-SGS）预处理的GMRES算法计算流程。

数值算例表明，采用本文预处理方法所得高超声速流场计算结果与公认数据吻合良好；相对于Eberhardt和 Ju方法，即使

在较大库朗数(CFL)条件下，Kim 方法仍然可获得收敛解，因此，Kim 的源项雅可比矩阵对角化方法具有更好的计算稳

定性。
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高效求解热化学非平衡 Navier-Stokes 方程组对高超

声速工程实践具有重要意义。高超声速飞行器气动设计、

热防护、舵面操作特性评估，以及工作过程所处气动热力学

环境的预测均有赖于数值求解热化学非平衡Navier-Stokes

方程组。相对于地面风洞试验、高空飞行试验的不确定性、

复杂度和高昂成本，计算流体力学(CFD)方法可以方便地获

得较准确的流场信息，并对影响飞行器性能、流场分布特征

的关键因素，开展单变量或任意多变量组合的定量分析。

CFD方法已同理论分析方法、风洞试验和飞行试验并列成

为支撑高超声速工程实践的重要手段。然而，高超声速流

场中存在流动时间、高温化学反应时间、热平衡时间等多个

时间尺度，以及化学非平衡、热力学非平衡效应，使得离散

后控制方程组具有很强的数值刚性。因此，数值求解热化

学非平衡Navier-Stokes方程组成为当今CFD领域的热点

和难点问题[1-2]。

隐式时间离散格式在处理强数值刚性问题中得到广

泛应用。尽管显示格式使用方便、易于编程实现、单步计

算量小，但该类格式受稳定性条件限制，在处理强数值刚

性问题时，必须采用很小的时间步长，计算效率难以满足

实际要求。相对而言，大多隐式格式是无条件稳定的，在

处理强数值刚性问题时，可以采用更大的时间步长，在很

大程度上能够提高计算效率。但是，采用隐式方法后，在

每个时间推进步上均需求解一个大型线性方程组。因此，

大型线性方程组的求解效率成为决定隐式格式求解效率

的关键因素[3]。

广义最小残差(GMRES)算法是一种高效的线性方程组

求解技术，已成功应用于CFD多个数值模拟领域。GMRES

算法是由 Saad等提出的具有二阶收敛速度的大型线性方

程组求解方法。该方法利用Arnoldi方法构造Krylov子空

间一组线性无关基矢量，并通过修正的 Gram-Schmidt

(MGS)方法进行基向量的标准正交化；最后，通过求解最小

二乘问题，获得线性方程组在Krylov子空间上的最优近似

解。由于GMRES算法是在Kryolv子空间内面向全频率的

残差最小化，因此，该方法具有多重网格加速收敛的
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特性[4]。

GMRES 算法应用于 CFD 领域主要面临两方面困难。

一方面，离散系统系数矩阵条件数是决定该算法计算稳定

性和收敛速度的关键因素，条件数越大、数值刚性越强，计

算稳定性和收敛速度显著恶化。因此，需构造合适的预处

理矩阵，对离散系统系数矩阵进行预处理，降低矩阵条件

数。另一方面，源项通常是增大离散系统数值刚性的重要

因素。源项雅可比矩阵对计算稳定性和收敛速度有重要影

响。为此，需对源项（Jaconian matrix）矩阵的对角化技术进

行专门研究，以提高隐式方法的计算效率。

Ajmani等[5]优化了GMRES算法子空间数目，利用预

处理矩阵的 GMRES 算法求解了二维定常可压缩雷诺平

均 Navier-Stokes(RANS)方程组，获得二维翼型跨声速绕

流场；采用非结构网格，Nielsen等[6]将该算法应用于三维

Euler 方程组的求解；Luo 等[7]采用矩阵不完全对角分解

(ILU)和三角分解对称高斯赛德尔(LU-SGS)方法构造了

GMRES预处理过程，应用于三维定常可压缩流动，计算表

明，采用LU-SGS预处理的GMRES算法计算效率优于采

用 ILU预处理的GMRES算法和传统LU-SGS算法。张健

等[8]研究了 GMRES 在 RANS 方程组求解、非结构网格技

术、非定常流动问题等领域的应用。针对化学反应源项

Jacobian矩阵，Kim等[9-11]提出了不同的对角化处理方法；

王羽等[12]采用上述三种对角化技术求解了高超声速无黏

流动，分析表明Kim方法最具优势。Maier等[13]开发了热

化学非平衡 Navier-Stokes 方程组求解程序 SU2-NEMO；

该程序采用了预处理矩阵的GMRES算法，但并未研究预

处理矩阵构造、化学反应源项和振动能源项处理方法等关

键过程。

本文针对两温度热化学非平衡 Navier-Stokes 方程

组，考虑化学反应源项和振动能源项的影响，采用源项

雅可比矩阵对角化技术，构造了适用于 GMRES 算法的

预处理矩阵，详细推导了基于 LU-SGS 预处理过程的

GMRES 算法，并对改进后的 GMRES 算法进行算例验

证，对比了三种源项 Jacobian 矩阵对角化方法的计算稳

定性。

1 控制方程组及其数值离散
本文求解的流动控制方程组为采用二温度模型的热化

学非平衡Navier-Stokes方程组。该方程组在经典Navier-

Stokes方程组的基础上，增加了描述化学反应和气体分子

振动能激发态的数理方程项。补充化学反应模型、热力学

模型、化学反应-热力学非平衡效应模型和气体输运系数计

算公式，构成封闭的、描述高超声速流场气动热力学状态的

控制方程组

¶U
¶t

+Ñ ×F c(U ) =Ñ ×F v(U ) +Q (U ) （1）

式中，U为守恒变量列矢量，F c 为对流通量矢量，F v 为黏

性通量矢量；Q为源项矢量，由化学反应源项和振动能源

项两部分组成。方程组中各项的具体表达式可参见参

考文献[14]。化学反应模型采用 5 组分，17 个化学反应

的空气模型，包含离解和置换两种化学反应，化学反应

速率根据 Arrhenius 经验公式计算。热力学模型考虑气

体分子的平动-转动能和振动能两个模式，两种模式之

间的能量传递满足 Landao-Teller 理论。采用 Park 优先

离解模型：置换化学反应的控制温度为平动-转动温度，

离解化学反应的控制温度由平动-转动温度和振动温度

的几何平均值确定；由此建立化学反应非平衡与热力学

非平衡之间的耦合关系。动力黏度、热导率（热导系数）

和扩散系数均采用经验公式计算，具体计算公式可参见

参考文献[14]。因此，式（1）由 5个组分质量守恒方程、三

个方向的动量守恒方程、总能量守恒方程和振动能方

程，共 10个方程组成。

在非结构混合网格上，采用格点格式有限体积法离散

流动控制方程组（1）：利用对流矢通量迎风分裂方法

(AUSM)离散对流项，对偶网格边界左右流场变量通过守恒

律单调迎风格式 (MUSCL)进行高阶重构获得，并增加

Venkatakrishnan限制器和熵修正，抑制激波等流场强间断

处的数值伪振荡；黏性项采用中心格式离散，格点处流场变

量梯度值利用最小二乘法计算；源项利用分片线性函数近

似，在控制体内进行积分，可得各个控制体上的半离散方

程为

Wi

¶-U
¶t

+ ∑
jÎN ( )i

( F̂ c
ij - F̂ v

ij )DSij -WiQ̂ =

Wi

¶-U
¶t

+ R̂ i(U ) = 0

（2）

式中，Wi 为网格点 i 对应的控制体积；N (i)是与点 i 相邻

的网格点集，j 是与点 i 相邻的点，DSij 是网格边 ij 对应的

对偶网格面积；-U 为流场守恒变量矢量在控制体内的平

均值，F̂ c
ij、F̂ v

ij 分别是对流和黏性通量矢量在控制体边界

上的值，Q̂ 是源项在控制体内的积分值；R̂ i 为包括对流

项、黏性项和源项的空间离散部分，即残差矢量项。

时间离散采用Euler向后隐式离散格式，并对残差项 R̂ i

进行线性化可得
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ë
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Dt

+ ( ¶R
¶U ) n

i

ù

û

ú
úú
úDŪ n =-R̂n

i （3）

式中，n 为当前时间离散步，I 为 10 阶单位矩阵，DŪ n =

Ū n + 1 - Ū n为守恒变量时间增量，¶R/¶U为残差矩阵，由对流

项、黏性项和源项矩阵组成。在每个控制体上，(¶R/¶U ) n

i
仅

包括控制体 i离散模板上的控制体单元。将每个控制体上

的离散方程组装在一起，则形成一个大型稀疏矩阵线性方

程组，记为

ADŪ n =-R̂n （4）

稀疏矩阵 A 为 N ´N 阶的块矩阵，N 为网格点数，其

每个子块为 10 ´ 10 阶系数矩阵。将边界条件施加到线

性方程组（4）后，即可利用直接法、迭代法、Krylov 子空

间方法等线性方程组求解方法获得第 n个时间步上的数

值流场。

2 GMRES 算法
在热化学非平衡流场中，存在流动、化学反应和热力学

三个时间尺度；当流动特征时间显著小于化学反应和热力

学平衡时间时，出现热化学非平衡效应。这是高超声速热

化学非平衡流场难以对其进行高效数值模拟的物理机制。

从数值计算的角度来看，由于源项的存在，式（4）系数矩阵

的条件数特别大，是典型的病态矩阵。采用直接法、迭代法

均难以求解，即使直接采用标准的GMRES方法，其求解效

率和稳定性也无法满足工程需求。

2.1 预处理矩阵的构造

为提高 GMRES 算法求解诸如式（4）病态线性方程组

的计算效率和稳定性，需构造合适的预处理矩阵。通过预

处理过程，使式（4）系数矩阵的特征值相互靠近，集中在同

一个数量级附近，将预处理后线性方程组系数矩阵条件数

尽可能趋于单位1。常用的有左预处理矩阵和右预处理矩

阵两种。本文采用左预处理矩阵。

对线性系统（4）两端乘以可逆左预处理矩阵M -1可得

M -1 ADŪ n =-M -1 R̂n （5）

如果预处理矩阵M满足：（1）改变系数矩阵A的特征值

分布，有效降低矩阵A的条件数；（2）矩阵的逆矩阵易于求

取，或通过等价变换，变换后的线性系统具有良好的可解

性，则将该矩阵应用于GMRES算法预处理，即可显著改善

求解过程的计算效率和计算稳定性。由式（5）可知，预处理

矩阵不会改变原离散系统的数值解，也不会降低离散系统

的计算精度。因此，有效的预处理矩阵需与具体的离散系

统及其离散过程紧密耦合；只要满足上述两个条件，预处理

矩阵可根据实际计算需求进行构造。下面介绍本文预处理

矩阵的构造过程。

在式（3）中，用低阶数值格式离散方程组（1），并将对流

项、黏性项和源项的雅可比系数矩阵进行适当简化，所得左

侧系数矩阵作为本文采用的预处理矩阵。对流项采用具有

一阶空间精度的通量差分格式离散；在计算离散格式雅可

比系数矩阵时，冻结Reo平均矩阵，则对角线和非对角线上

的子块矩阵分别为

Âc
ii = ∑

jÎN ( )i

DSij

2
é
ë

ù
û

Ĵ c
i + || JRoe ij

Âc
ij =

DSij

2
é
ë
Ĵ c

j - | JRoe | ij
ù
û
 jÎN (i)

(6)

式中，Ĵ c
i 为网点 i对流项对应的雅可比矩阵；JRoe 为利用网

点 i和 j流场值计算的Roe平均矩阵，| JRoe | ij由JRoe特征值的

绝对值和左、右特征矢量确定，是对流项离散格式中数值耗

散项对雅可比系数矩阵的贡献。Ĵ c
i 和 | JRoe | ij的具体计算公

式可参见参考文献[3]和[14]。黏性项由中心格式离散，用

黏性谱半径代替准确的黏性雅可比矩阵，则对角线和非对

角线上的子块矩阵为

Âv
ii = ∑

jÎN ( )i
DSijλ i I

Âv
ij =-DSijλ j I jÎN (i)

（7）

式中，λ i 为黏性，雅可比矩阵的近似谱半径，具体计算公式

参见参考文献[14]。源项采用分片常数近似，即用每个控

制体内流场信息计算源项积分值，即源项雅可比矩阵仅有

对角线上的子块矩阵。将Kim、Eberhardt、Ju分别提出的化

学反应源项雅可比矩阵对角化方法推广到包含振动能源项

的情形。Kim方法直接取源项雅可比矩阵对角线上的元素

进行对角化，即

Âkim
ii =Λ

Λ jj =
¶Qj

¶Uj

 j = 1210
（8）

Eberhardt 方法[10]用源项雅可比矩阵每行的 L2 范数进

行对角化，即

ÂEber
ii =Λ

Λ jj =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê∑

k = 1

10 ( ¶Qj

¶Uk ) 2ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

1/2

j = 1210
（9）

Ju方法在对角化过程中考虑了化学反应正、逆反应速

率的差异。这种处理方式无法直接推广至振动能源项。因

此，振动能源项采用Kim方法，即仅取源项雅可比矩阵对角

线上的元素，即
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ÂJu
ii =Λ

Λ jj =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

max ( )¶Qf
j

¶Uj


¶Qb

j

¶Uk

|
k ¹ j

 j = 1 2  5

0 j = 6 7 8 9                                        

¶Qj

¶Uj

 j = 10                                               

（10）

式中，Qf
j和Qb

j 分别为组分 j正反应减少率和逆反应生成率。

将式（6）~式（10）代入式（3）左端，其对角线、非对角线上的

子块矩阵为

M ii =
Wi

Dt
I + Âc

ii + Âv
ii + Âs

ii

M ij = Âc
ij + Âv

ij jÎN (i)
（11）

式中，Âs
ii 为对角化后的源项雅可比矩阵，可分别通过上述

Kim、Eberhardt、Ju三种方法计算。按照式（11）将所有控制

体的子块矩阵装配在一起即为本文采用的预处理矩阵M。

2.2 采用 LU-SGS 预处理的 GMRES 算法

考虑带有预处理矩阵的线性系统（5），为便于描述，记

A =
é

ë

ê
êê
êW
Dt

I + ( ¶R
¶U ) nù

û

ú
úú
ú

x =DŪ n

b =-R̂n

（12）

则式（5）等价于

M -1 Ax =-M -1b （13）

求解线性方程组（13）、带重启的 GMRES 算法流程见

表1。表1给出了执行本文算法的伪代码，其中 rst为重启迭

代次数，最大为K次。

对上述带重启的GMRES算法做以下说明：

（1）在上述求解过程中，残差项雅可比矩阵与矢量的乘

积，即 (¶R/¶U ) n
x项，采用无须显式存储与计算残差雅可比

矩阵的差分法计算。该差分计算方法和求解伪代码第 17

行最小值问题的Q-R方法可参见参考文献[3]。

（2）预处理矩阵M为具有一定带宽的稀疏矩阵，其逆矩

阵通常不再保持一定的带宽，且直接计算逆矩阵所需的计

算资源很大。对于有M -1 参加的计算，以伪代码第三行为

例，将其变为等价形式

Mr0 = v0 （14）

采用近似因子分解法将矩阵M近似为

M » (L +D) D-1(D +U ) （15）

式中，LUD分别为矩阵M不包括对角线元素的下三角、上

三角和对角线矩阵，则方程（14）可采用LU-SGS方法进行

高效求解。可见，预处理过程实际上是利用LU-SGS方法

进行的。

3 算例验证
采用本文构造的预处理矩阵和第2节发展的基于LU-

SGS方法的GMRES算法求解热化学非平衡Navier-Stokes

方程组，通过对球头模型、RAMC II模型高超声速绕流场的

数值模拟，并与相关文献计算结果进行对比分析，检验本文

计算方法的有效性。针对源项 Jacobian矩阵对角化技术，

通过算例测试，研究了在不同库朗数(CFL)条件下 Kim、

Eberhardt和 Ju三种方法的计算稳定性。

3.1 球头模型

球头模型的计算条件取自参考文献[15]：球头半径 r =

1.0 m，飞行高度为65 km，飞行速度为V¥ = 8000 m/s；飞行高

度空气静温T¥ = 233.3 K，静压p¥ = 10.9 Pa；基于球头半径的

Re = 86286。球头壁面采用完全非催化等温边界条件，壁温

Tw = 2000 K。与参考文献[15]中的二维计算不同，本文计算

取1/4球面，并采用周期性边界条件进行三维数值模拟。计

表1 带重启的GMRES算法流程

Table 1 Procedure of GMRES algorithm with restart

行号

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

伪代码

For rst=1， K Do

v0 = b -Ax0

r0 =M -1v0

α =  r0

v1 = r0 /α

For j=1， m Do

yj + 1 =Avj

wj + 1 =M -1 yj + 1

For i=1， j Do

hij =wj + 1 × vi

wj + 1 =wj + 1 - hijvi

End Do（9）

hj + 1j =  wj + 1

vj =wj + 1 /hj + 1j

End Do（6）

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

H = ( )hij ；

i = 12m + 1

j = 12m

hij = 0；i > j + 1

z̄ =min
zÎRm αe1 -Hz

x = x0 + ∑
i = 1

m

z̄ivi

If  αe1 -Hz̄ < ε， Stop

Else x0 = x

End If（19）

End Do（1）

注释

K次重启

初始化

预处理

残差归一化

构造m维正交基向量

Gram-Schmidt正交化过程

构造上Hessenberg矩阵

应用Q-R方法求解最小值问题

更新解

小于收敛误差，则终止计算；否则重启
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算网格为非结构混合网格，网格节点为65.3万，物面第一层

网格对应的y+ = 0.5、网格增长率 γ = 1.16。

化学反应源项和振动能源项是导致离散系统（3）表现

出强数值刚性的重要因素。对球头模型算例而言，即使在

CFL = 0.1的条件下，如果不采用预处理技术，原始GMRES

算法也无法获得收敛解。图 1 给出了 CFL = 0.5和4.0 的条

件下，基于本文发展的 GMRES 预处理方法，并采用 Kim、

Eberhardt和 Ju三种源项雅可比矩阵对角化技术所得的残

差收敛曲线。可以看出，当CFL = 0.5时，三种对角化技术

具有几乎相同的收敛速度；相对而言，Eberhardt方法略优于

其他两种方法。然而，当CFL = 4.0时，Eberhardt和 Ju方法

计算发散，仅有Kim方法可以获得收敛解。

获得收敛数值解后，在三维计算模型中每隔10°抽取一

条 1/2经线，共抽取 20条；同时，抽取 20个通过该经线的子

午面上的流场信息。对该 20个子午面上的流场值进行算

术平均即可得二维平均流场，20个半经线上热流的算术平

均值作为二维平均流场的物面热流值。图 2给出了CFL =

0.5时，三种对角化方法二维平均流场压力分布云图与参考

文献[15]二维计算结果的对比图。可以看出，本文三种对

角化方法所得流场的激波位置、压力分布特征与参考文献

结果基本吻合；三种对角化方法获得的二维平均流场几乎

是一致的。由于本文是三维计算，可考虑流场沿纬线方向

的流动，因此，在计算域出口附近激波强度有明显的降低，

与文献计算结果存在一定差异。

图 3给出了不同CFL条件下，三种源项雅可比矩阵对

角化方法所得收敛数值解对应的二维平均流场物面热流值

与参考文献[15]计算结果的对比图。可以看出，在计算收

敛的前提下，三种对角化方法得到的数值结果基本相同，与

参考文献结果也吻合良好。由上述分析可知，本文构造的

GMRES预处理矩阵可以有效处理高超声速流场由热化学

非平衡效应导致的数值刚性问题，并提高计算稳定性。在

CFL较小的条件下，Kim、Eberhardt和 Ju三种源项雅可比矩

Kim�CFL=4.0
Ju�CFL=0.5
Eberhardt�CFL=0.5
Kim�CFL=0.5

0 10000 20000 30000 40000
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�
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图1　不同CFL条件下，三种源项雅可比矩阵对角化

方法的残差收敛曲线                               

Fig.1　Three kinds of diagonalized Jacobian residua

                      convergence histories under different CFL numbers

(a)Kim (b)Eberhardt (c)Ju

图2　球头模型二维平均流场压力分布(红色曲线)与

参考文献[15]对比                                      

Fig.2　Sphere model two dimensional averaged pressure

   contours(red lines) comparison with reference[15]
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Kim CFL=0.5
Eberhardt CFL=0.5
Ju CFL=0.5
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����[15]

图3　不同CFL数条件下，球头模型二维平均流场物面

热流分布曲线与参考文献[15]对比            

Fig.3　Averaged two dimensional surface heat flux of

          sphere model comparison with reference[15]
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阵对角化技术均可获得收敛解；当CFL数较大时，Kim方法

具有更优的计算稳定性。

3.2 RAMC II 模型

RAMC II模型由球形头部和圆锥形后体两部分构成；

其中，头部球面的半径 r = 0.1524 m，后锥体半顶角 θ = 9°， 

轴向长度 L = 1.295 m。本文选取的计算工况为：飞行高度

71 km；飞行高度空气静压 p¥ = 4.5 Pa，静温T¥ = 216.8 K；飞

行马赫数Ma¥ = 25.9，基于球半径的Re = 5900。物面采用完

全非催化等温边界条件，壁温Tw = 1500 K。计算过程中采

用周期性边界条件，取1/2几何模型进行三维数值模拟。计

算网格为非结构混合网格，网格节点为 247.7万，物面第一

层网格对应的 y+ = 0.5、网格增长率 γ = 1.12。采用Kim源项

雅可比矩阵对角化方法，CFL = 3.0。

图 4 是 RAMC II 模型固壁上热流分布云图。可以看

出，数值解具有较好的轴对称性，热流最大值位于头部球面

的极点处；模型头部球形表面热流很大，沿球面经线方向，

热流变化显著；锥形后体表面热流较小，热流值沿圆锥轴向

变化较小。

参考文献[16]针对该模型开展了二维数值模拟。为了

与该文献计算结果进行对比分析，需对本文三维计算结果

进行后处理，以获得二维平均流场数据。在三维流场中，沿

球面经线方向均匀抽取19子午面上的流场信息，进行算术

平均后，即为二维平均流场。

图5和图6分别给出了物面Stanton数分布曲线和驻点

线上各组分质量分数曲线与参考文献[16]计算结果的对比

图。其中，斯坦顿（Stanton）数按照式（16）计算

St = qw/ ( ρ¥V¥(h¥ - hw ) ) (16)

式中，qw为物面热流量；ρ¥V¥分别为飞行高度处的空气密

度和飞行速度；h¥hw分别为飞行高度和物面的焓值。由图

5 和图 6 可知，本文计算结果与参考文献计算结果吻合良

好，从而验证了本文数值方法的有效性和正确性。

4 结论
针对高超声速流场热化学非平衡效应引起的数值刚性

问题，通过构造合适的预处理矩阵，发展了基于LU-SGS预

处理的GMRES算法。将该算法应用于数值求解三维热化

0 2 4 6 8 10 12
S/r

0.04

0.08

0.12

0.16

St

��
����[16]

图5　RAMC II模型二维平均流场物面热流分布曲线与

参考文献[16]对比                                           

Fig.5　Averaged two dimensional surface heat flux of 

              RAMC II model comparison with reference[16]
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图6　RAMC II模型驻点线上各组分质量分数分布曲线

与参考文献[16]对比                                       

Fig.6　Mass fraction in stagnation line of RAMC II model

comparison with reference[16]                    

����/(W/m2) �3.05E,05 5.52E,058.00E,05 1.05E,061.29E,061.54E,06

图4　RAMC II模型物面热流分布云图(单位: W/m2)

Fig.4　Heat flux contour of RAMC II model(Unit: W/m2)
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学非平衡Navier-Stokes方程组，获得了球头模型和RAMC 

II模型高超声速绕流场数值解，并与相关文献的结果进行

对比验证。通过研究，得到如下结论：

（1）热化学非平衡效应导致离散后的线性方程组具有

很强的数值刚性，需对该线性方程组进行合适的预处理，以

提高GMRES算法的求解稳定性和计算效率。

（2）数值算例表明，由一阶离散格式构造的对流项雅可

比矩阵、黏性谱半径构造的黏性项雅可比矩阵和对角化源

项雅可比矩阵组成预处理矩阵，并结合LU-SGS方法进行

预处理，GMRES算法可有效处理高超声速热化学非平衡流

场数值模拟存在的数值刚性问题。

（3）将 Kim、Eberhardt、Ju 三种源项雅可比矩阵对角化

方法推广到包含振动能源项的情形；数值算例表明，在较低

CFL数条件下，三种方法均具有较好的收敛性；在大CFL数

条件下，Kim方法的稳定性优于其他两种。
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Study on GMRES Algorithm for Non-Equilibrium Thermal and Chemical
Navier-Stokes Equations

Zhu　Haitao， Wu　Gengyu， Li　Yan

Chinese Aeronautical Establishment， Beijing 100012， China

Abstract: Efficiently solving the non-equilibrium thermal and chemical Navier-Stokes equations is essential for 

hypersonic projects. To improve stability and convergence efficiency of GMRES algorithim applied to numerical 

solving three-dimensional non-equilibrium thermal and chemical Navier-Stokes equations which is subjected to strong 

numerical stiffness induced by vibrational energy and chemical source terms, a type of preconditioning matrix is 

constructed from lower order numerical schemes and diagonalized source term Jacobian matrix. Diagonalized 

methods which are originally used in chemical source are extended to both vibrational energy and chemical source 

terms and preconditioning matrix is deduced in detail. Through matrix approximate factorization, a LU-SGS based 

GMRES algorithm is developed with calculation processes. Numerical results show that, the hypersonic flow predicted 

by preconditioning method developed in this paper is coincide with reference datum. As to source term Jacobian 

diagonalization, even with large CFL number, the Kim method is convergence. So, Kim method is more stable and 

robust than Eberhardt and Ju methods.

Key Words: chemical source; vibrational energy source; numerical stiffness; Jacobian diagonalized;

preconditioning GMRES; thermal-chemical non-equilibrium
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