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摘　要：锥齿轮是航空传动系统中必不可少的部件，直齿锥齿轮和零度弧齿锥齿轮由于传动的相似性，在诸多应用中可以

互换，但由于齿形的不同，其传动性能仍存在较大差异。本文分别构建直齿和零度弧齿锥齿轮的精确几何模型，并基于有

限元进行准静态接触分析，对比分析 2种类型齿轮传递误差的差异，并采用不同的载荷以及安装误差工况，分析直齿和零

度弧齿锥齿轮传递误差的变化规律，为这2种不同类型齿轮在航空领域中的选择和应用上提供参考。
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直齿锥齿轮和零度弧齿锥齿轮由于其传动的相似性，

在航空领域的诸多应用中都是可以互换的[1]。无论是正转

还是反转，两类齿轮产生的轴向力均促使两齿轮分离，为此，

两类齿轮在进行互换时，不需要改变原有的轴承装置。

目前，有关直齿锥齿轮和弧齿锥齿轮的研究有：文献 [2]

通过静态分析，将一个正常刚度矩阵全部投影到接触线方

向，从而构建了一种分析直齿锥齿轮接触应力和齿形变形的

新计算方法（NSMACL）。Elkholy[3， 4] 选取离散的直齿圆柱

齿轮数据，通过三次方程逼近，从而构建模型预测直齿锥齿

轮的载荷分布和轮齿应力，此外，Elkholy 还通过引入制造

误差对直齿锥齿轮的啮合刚度和载荷分布进行了研究分析。

Nalluveettil[5] 采用有限元方法建立了直齿锥齿轮的三维刚

性模型，基于不同的齿轮副设计参数，通过齿根弯曲应力分

布和齿面载荷分布等方面对轮齿的传动特性进行了研究。

对于弧齿锥齿轮，Wildhaber E、Baxter M L 等科学家较早的

对螺旋锥齿轮的几何关系进行了较为准确的研究[6-8]。1981 

年，Krezer 基于空间曲面的接触原理，计算了螺旋锥齿轮的

齿面接触区域和传递误差，并用这 2 个参数评价了螺旋锥齿

轮的动态性能[9]。Simon 研究了机床调整参数与理论的传

递误差和载荷分布的映射关系，根据传递误差和载荷分布的

情况，可以获得最优传动性能下的机床参数[10]。Litvin 等讨

论了螺旋锥齿轮的有限元模型的构建，并以一对弧齿锥齿轮

为例，计算其接触强度和弯曲强度[11-14]。

直齿锥齿轮和零度弧齿锥齿轮由于其齿形的不同，在

传动性能上存在较大差异，目前，还未有关于直齿锥齿轮和

零度弧齿锥齿轮的对比研究的文献记载。

在齿轮传动过程中，由于轮齿受载变形及齿轮误差，动轮

转动位置会偏离其（不考虑受载变形及齿轮误差时）所应处的

理想转动位置。大量的数据研究表明，齿轮的传递误差是造成

系统振动和噪声的主要激励源，研究锥齿轮传递误差的变化情

况，对分析齿轮的传动性能有着至关重要的作用[15]。为此，本

文以传递误差为研究对象，对比分析直齿锥齿轮和零度弧齿锥

齿轮在各种工况条件下的传递误差变化规律，为 2 种不同类型

齿轮在航空领域中的选择和应用上提供参考。

1 锥齿轮模型的建立
1.1 锥齿轮精确几何建模

本文采用的直齿锥齿轮的几何参数，如表 1 所示。由

于直齿锥齿轮的齿面为球面渐开线，为此，本文通过球

面渐开线的形成原理，推导球面渐开线的方程，然后通
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过 MATLAB 软件求取球面渐开线锥面的齿面点，最终导

入到 UG 三维建模软件中，从而实现直齿锥齿轮的精确 

建模。

表 1　直齿锥齿轮的几何参数

Table 1　The geometric parameters of straight bevel gear

参数 小轮 大轮

齿数 17 35

模数 /mm 3 3

法向压力角 25° 25°

节锥角 31°41′59″ 58°18′1″

面锥角 34°34′24″ 61°34′40″

根锥角 27°48′28″ 54°48′50″

锥距 /mm 51.17 51.17

齿宽 /mm 12 12

图 1 为球面渐开线的生成示意图。图中，平面 Q 与带

有基锥角为 θ的基锥 K 在 ON1 处相切，当 Q 沿着基锥 K 做

纯滚动时，平面 Q 上任意一径向直线 OA 将在空间画出球

面渐开线锥表面。
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图 1　球面渐开线生成示意图

Fig.1　The generation sketch map of spherical involutes 

首先，建立 2 个坐标系：一个和基锥固联的固定坐标系

Oxyz，其中，z 轴与基锥轴线 OO′重合，而坐标原点为基锥的

锥顶 O；另一个动坐标系 Ox′y′z′，其中，轴线 z′沿着基锥母

线 ON1 方向，且轴线 z′是平面 Q 沿着基锥 K 做纯滚动时的

瞬时回转轴，x′是平面 Q 上一条与轴线 z′垂直的线。由此

可得，径向直线 OA 在动坐标系 Ox′y′z′中的表达式，如公式

（1）所示：

 （1）

式中：ψ为 OA 与瞬时回转轴 ON1 的夹角。

将点 A 在动坐标系的坐标值变换到固定坐标系

Oxyz 中，即可得到球面渐开线在 Oxyz 中的表达式，其中，

Ox′y′z′→ Oxyz 的变换矩阵，如公式（2）所示：

 （2）

由于球面渐开线为球面渐开线锥面和球面的交线，令球

面半径为 l，又由公式（2）可得点 A 在动坐标系 Ox′y′z′中

的表达式，如公式（3）所示：

 （3）

由此，可得球面渐开线表达式，如公式（4）所示：

 （4）

由于 ψ=φsinθ，代入公式（4）并进行简化计算，最终得

到球面渐开线的表达式，如公式（5）所示：

 （5）

根据式（5）计算得到的球面渐开线锥面表达式，

在 MATLAB 中进行编程，构建其齿面数值模型。通过

MATLAB 计算，可以得到直齿锥齿轮锥面的离散点的坐标。

将计算所得的离散点的数值导入到 UG 软件中，并对数值点

进行自动包络，拟合可得到直齿锥齿轮的齿面模型。然后通

过切割、阵列、布尔运算等基本操作可以得到直齿锥齿轮的

几何模型，如图 2 所示。

图 2　直齿锥齿轮几何模型

Fig.2　The geometric model of straight bevel gear
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螺旋锥齿轮的模型是基于刀具运动，通过其包络设计

而形成的，且齿面具有复杂的空间曲面形貌。基于表 2 的几

何参数和表 3 的加工参数，在三维绘图软件中构建刀具和毛

坯实体，采用虚拟加工，离散布尔运算得到齿面的切痕线，然

后拟合切痕线得到精确齿面，最终得到了零度弧齿锥齿轮的

精确几何模型，如图 3 所示。

表 2　零度弧齿锥齿轮的几何参数

Table 2　The geometric parameters of zero bevel gear

参数 小轮 大轮

齿数 17 35

大端模数 / mm 3 3

法向压力角 　25° 　25°

轴交角 　90° 　90°

螺旋角 　0° 　0°

节锥角 　31°42′ 　58°18′

面锥角 　37°14′ 　64°1′

根锥角 　25°59′ 　52°46′

齿顶高 /mm 3.57 1.93

外锥距 / mm 51.17 51.17

齿宽 / mm 12 12

尺侧间隙 最小 0.1 最大 0.15

螺旋方向 左旋 右旋

表 3　零度弧齿锥齿轮的加工参数

Table 3　The processing parameters of zero bevel gear

参数

小轮

大轮

凹面 凸面

刀盘直径 / in 6.500 5.500 6.000

外刀刀齿齿形角 　25° / 　25°

内刀刀齿齿形角 / 25° 　25°

刀尖圆角半径 / in 0.020 0.020 0.040

刀尖错距 / / 0.063

机床安装角 　24°59′ 　24°59′ 　54°46′

水平轮位 / mm -1.11 +1.29 0

垂直轮位 / mm 2.01 1.58 0

床位 / mm 2.25 1.2 1.77

偏心角 　50°45′ 　43°50′ 　46°59′

摇台角 　130°44′ 　120°7′ 　7°10′

滚比 1.911 7 2.002 5 1.156 0

图 3　零度弧齿锥齿轮几何模型

Fig.3　The geometric model of zero bevel gear

1.2 有限元加载接触分析模型

有关齿轮接触分析，Litvin 等已经做了很多研究 [11-14]，

其所用的大多为三齿或五齿模型，但据本研究团队的研究发

现，忽略轮毂对齿轮的传动性能存在较大的影响，为此，本文

考虑采用轮毂结构模型进行分析。

将实体导入到有限元软件中，按照其工作状态进行实

体装配，同时，在齿轮轴线上建立参考点 Rp、Rg，并在参考点

和齿轮内圈之间建立耦合约束关系，在小轮耦合参考点 Rp

施加负载扭矩，在大轮耦合参考点 Rg 施加转动位移，以模拟

大轮通过与小轮啮合，抵消小轮所带的反抗扭矩运转的实际

工况。锥齿轮边界条件的设置如图 4 所示。

图 4　边界条件示意图

Fig.4　The sketch map of the boundary conditions

网格的划分对有限元分析结果的准确性有着至关重

要的影响。首先，对锥齿轮的单齿进行实体切割，划分成图 

5（a）所示的 6 个部分，这样可控制网格的粗细。对于锥齿轮，

为了细化齿轮齿面的网格，在齿宽、齿高方向各选取 40 个节

点，过渡区域以及轮毂部分对齿轮的影响较小，所以，在过渡曲

线方向选取 10 个节点，单齿的划分结果如图 5（b）所示。
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螺旋锥齿轮的模型是基于刀具运动，通过其包络设计
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表 2　零度弧齿锥齿轮的几何参数

Table 2　The geometric parameters of zero bevel gear

参数 小轮 大轮
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图 5　网格划分

Fig.5　The gear meshing

完成网格的划分后，需对有限元模型的前处理进行 

设置：

（1）材料的定义：赋予大小轮相同的材料属性，其弹性

模量为 210GPa，泊松比为 0.3。

（2）分析类型的定义：因为模型不考虑摩擦、阻尼等特

性对传动性能的影响，故采用隐式、静力学分析算法。

（3）接触类型的定义：设置大小轮的接触面为接触对，

同时在齿轮轴线上建立参考点 RP1、RP2，并在参考点和齿

轮内圈建立耦合约束关系。

（4）分析步的设定：为了保证轮齿初始接触分析收敛，

设置了 4 个分析步。第一个分析步，接触齿面存在齿侧间隙

的初始位置下，在小轮绕自身轴线的自由度上施加微小的转

动量，大轮施加固定边界条件，使两齿发生接触，从而消除齿

侧间隙，保证初始接触迭代计算收敛；第二分析步，保持大

轮固定约束，释放小轮参考节点旋转位移约束，施加绕自身

旋转轴线的初始扭矩，为了保证接触迭代收敛，该扭矩不宜

过大；第三分析步，保持大轮固定约束，将大轮负载扭矩增

大到额定值；第四分析步，保持小轮边界条件不变，释放大

轮绕自身轴线的旋转自由度，并让其旋转一定角度，以模拟

小轮通过接触面之间的啮合来抵消大轮反抗扭矩带动大轮

运转的实际工况。 

（5）输出结果的设置：设置接触力、应力、位移和大小轮

的转角为输出量。

2 计算结果
2.1 传递误差的计算

齿轮传递误差（TE）被 Harris 定义为从动轮实际转动

位移与理想转动位移之差，如图 6 所示，θg 为大轮转角，θp

为小轮转角，zp 为小轮齿数，zg 为大轮齿数，齿轮的传递误

差就表示为：

 （6）

根据式（6），在有限元计算过程中，只需要输出大小轮

的转角位移，就可以计算出齿轮传动的传递误差。通过有限

元准静态计算出锥齿轮的传递误差，如图 7 所示。由图 7 可

知，直齿锥齿轮的传递误差的变化趋势几乎呈矩形波变化，

且在双齿区其传递误差达到最小值为 0.65×10-4rad，在单

齿区达到最大值为 1.05×10-4rad，其峰峰值为 0.4×10-4rad。

而对于零度弧齿锥齿轮，其传递误差的变化曲线在啮入啮出

图 6　传递误差示意图

Fig.6　The sketch map of transmission error
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图 7　锥齿轮传递误差曲线图

Fig.7　Transmission error of bevel gears

时，相对较为平缓，其传递误差的最小值为 1.34×10-4rad，最

大值为 2.13×10-4rad，峰峰值为 0.79×10-4rad。通过对比可

以发现，零度弧齿锥齿轮的传递误差的最大值、最小值均大

于直齿锥齿轮，且其峰峰值也大于直齿锥齿轮。

传递误差曲线是评判齿轮传动平稳性的重要指标之

一，其变化曲线包含了齿轮的几何制造误差、齿面修形、安装

误差、轮齿侧隙以及齿面变形等。本文所建模型，由于采用

的是理想模型，不包含制造误差、安装误差、修形等参数，所

以传递误差的变化是由齿轮齿面的弹性变形引起的。对于

零度弧齿锥齿轮，由于其接触应力较大，弹性变形会变大，传

递误差的数值相应也会增大。但从传递误差的曲线可知，直

齿锥齿轮在啮入啮出时，曲线变化趋势大，几乎呈现矩形波

的变化，而弧齿锥齿轮啮入啮出曲线变化相对较平缓，不易

出现啮入啮出冲击。

2.2 载荷对传递误差的影响

在工程实际应用中，齿轮所承受的载荷对锥齿轮传动存在

极大的影响，但具体影响有多大，至今也未见报道。本文分别选

取载荷为 5Nm、10Nm、15Nm、20Nm 以及 25Nm 对齿轮进行有

限元计算，从而分析不同载荷工况下传递误差的变化规律。

分别提取大小轮的转角位移，通过式（6）可计算出不

同载荷下锥齿轮的传递误差，如图 8 所示。由图 8 可以看

出，随着载荷的改变，齿轮传递误差的曲线变化趋势并没有

发生很大的改变。但是，无论是直齿锥齿轮还是零度弧齿锥

齿轮，随着载荷的增大，齿轮的传递误差数值均增大，并且随

着载荷的增大，齿轮传递误差的峰峰值也增大。分别提取直

齿锥齿轮和零度弧齿锥齿轮传递误差的最小值和峰峰值，具

体数据如表 4 所示。

由表 4 的数据研究发现，随着载荷增大，齿轮的传递误差

数值以及峰峰值都增大。且随着载荷由 5Nm 到 25Nm 的等步

长增长，直齿锥齿轮传递误差的最小值呈现 1.7×10-5rad 的线

性增长趋势，而零度弧齿锥齿轮也呈现一个线性的增长趋势。

图 8　不同载荷下的传递误差

Fig.8　Transmission errors under different loads

表 4　不同载荷下的传递误差的测试数据

Table 4　Test data of transmission errors under different loads

5Nm 10Nm 15Nm 20Nm 25Nm

直齿锥齿轮 /
10-5rad

最小值 1.54 3.33 5.05 6.77 8.49

峰峰值 0.95 2.02 3.15 4.10 5.05

零度弧齿锥齿轮 /
10-5rad

最小值 3.74 7.42 10.75 13.78 16.57

峰峰值 2.85 4.93 6.65 8.01 9.38

2.3 安装误差对传递误差的影响

锥齿轮的安装误差主要有距离定位误差和角度安装误

差 2 类，实际中的安装误差则是这 2 种安装误差所综合导致

的结果。针对此情况，本文在大轮上施加距离定位误差，在

小轮上施加角度安装误差，模型如图 9 所示，分别对锥齿轮

的传动性能进行分析和研究。图 9 中，Δa、Δb 和Δc 分别

为大轮在 3 个自由度方向上的距离定位误差，εh 和 εv 为小

轮在垂直平面和水平平面内的角度安装误差。

根据加工精度，对 5 个安装误差数值进行初步设置，并分

别研究各误差对齿轮传动的影响规律。误差工况的设置如下：

工况 E0：无安装误差；

工况 E1：Δa=0.1mm，其余误差数值为 0；

工况 E2：Δb=0.1mm，其余误差数值为 0；

工况 E3：Δc=0.1mm，其余误差数值为 0；
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表 4　不同载荷下的传递误差的测试数据

Table 4　Test data of transmission errors under different loads

5Nm 10Nm 15Nm 20Nm 25Nm

直齿锥齿轮 /
10-5rad

最小值 1.54 3.33 5.05 6.77 8.49

峰峰值 0.95 2.02 3.15 4.10 5.05

零度弧齿锥齿轮 /
10-5rad

最小值 3.74 7.42 10.75 13.78 16.57

峰峰值 2.85 4.93 6.65 8.01 9.38

2.3 安装误差对传递误差的影响

锥齿轮的安装误差主要有距离定位误差和角度安装误

差 2 类，实际中的安装误差则是这 2 种安装误差所综合导致

的结果。针对此情况，本文在大轮上施加距离定位误差，在

小轮上施加角度安装误差，模型如图 9 所示，分别对锥齿轮

的传动性能进行分析和研究。图 9 中，Δa、Δb 和Δc 分别

为大轮在 3 个自由度方向上的距离定位误差，εh 和 εv 为小

轮在垂直平面和水平平面内的角度安装误差。

根据加工精度，对 5 个安装误差数值进行初步设置，并分

别研究各误差对齿轮传动的影响规律。误差工况的设置如下：

工况 E0：无安装误差；

工况 E1：Δa=0.1mm，其余误差数值为 0；

工况 E2：Δb=0.1mm，其余误差数值为 0；

工况 E3：Δc=0.1mm，其余误差数值为 0；
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图 9　安装误差示意图

Fig.9　The sketch map of alignment errors

工况 E4：εv=0.1°，其余误差数值为 0；

工况 E5：εh=0.1°，其余误差数值为 0。

计算不同安装误差工况下直齿锥齿轮和零度弧齿锥齿

轮的传递误差，可以得到图 10 所示的曲线图。

图 10　不同安装误差下的传递误差

Fig.10　Transmission errors under different alignment errors

由图 10（a）可以看出，安装误差的引入对直齿锥齿轮

传递误差影响很大，5 种安装误差的引入均会导致传递误

差曲线出现明显的畸变。而从数值上来看，E2 工况对直齿

锥齿轮的影响最大，直齿锥齿轮传递误差的最大值增大了

2.8×10-4rad，其中，E5 工况下的传递误差影响最小，但也有

0.7×10-4rad。

通过图 10（b）观察零度弧齿锥齿轮传递误差的变化曲

线，可以发现 E2 工况下的误差的引入会导致弧齿锥齿轮的

传递误差出现较大的变化，使其最大值增大 0.5×10-4rad，且

曲线变化趋势也发生畸变。但除去该误差，其他 4 种安装误

差，无论从变化趋势还是从数值上均影响不大。

因此，安装误差对直齿锥齿轮传递误差的影响远远大

于零度弧齿锥齿轮，并且距离定位误差Δb 对直锥齿轮和零

度弧齿锥齿轮的传递误差的影响最大。

3 结论
本文分别构建了航空领域中常用的直齿锥齿轮和零度

弧齿锥齿轮的精确几何模型，基于有限元的准静态接触分析

方法，计算并对比分析了 2 类型齿轮在不同载荷以不同安装

误差下的传递误差，得到以下结论：

（1）在无误差工况下，零度弧齿锥齿轮的传递误差数值

高于直齿锥齿轮，但啮入啮出冲击小于直齿锥齿轮。

（2）在无误差工况下，随着载荷的增大，直齿锥齿轮和

零度弧齿锥齿轮的传递误差数值均呈现线性的增长趋势。

（3）误差的引入对直齿锥齿轮传递误差的影响远远大

于零度弧齿锥齿轮，距离定位误差Δb 对直锥齿轮和零度弧

齿锥齿轮的传递误差的影响最大。 
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