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基于最小状态法的气动力有理函数拟合

精度影响因素研究

摘　要：针对气动伺服弹性状态空间建模的需求，介绍了非定常气动力有理函数拟合常用的最小状态法，并以某大型飞机为

例，分析了不同的滞后根取值、个数及拟合约束对最小状态法拟合精度的影响，得出了拟合参数选取的一般规律，为气动伺

服弹性状态空间建模打下基础。
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气动伺服弹性（简称ASE）力学是一门柔性飞行器结构、

非定常空气动力以及飞行控制系统三者相互作用的多学科

技术。传统飞控系统采用单输入单输出控制，可以采用经典

控制理论进行ASE分析。而现代飞行器追求高性能,往往具

有多控制面,其控制系统也是多输入多输出的。用于单输入

单输出系统的传统经典控制理论分析与控制律设计手段已

经不能满足现代气动伺服弹性分析的要求。20 世纪发展了

一套以状态空间方法为基础的现代控制理论,使得多输入多

输出系统的分析问题得以解决。

气动伺服弹性系统的状态空间模型是进行多输入多输

出系统ASE分析的前提。工程中由最常用的非定常气动力计

算方法得到的气动力往往是频域离散矩阵的形式，通过有理

函数拟合将频域离散气动力延拓至拉氏域，是气动伺服弹性

状态空间建模的关键。有理函数拟合方法主要有三种：最小二

乘（LS）法、最小状态（MS）法、修正矩阵（MMP）法。LS法具有

简单易算的优点，近似拟合计算量最小，但所增加的气动力维

数过高；MS法拟合计算量大，但可提供最低阶的状态空间模

型；MMP法与LS法类似，阶次较低，但精度不如LS法。三种近

似方法都面临着气动滞后根的选取问题，取多少项、具体取什
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么值对精度都有较大影响。其中最小状态法既能保证拟合后

的气动力达到工程要求的精度, 同时具有在原状态向量中不

过多增加气动力(状态)维数的优点，应用较为广泛。采用最小

状态法进行气动力有理函数拟合可以得到一个低阶、高精度

的气动伺服弹性数学模型，因此重点对该方法进行研究。

1 最小状态法气动力拟合理论
MS法有理函数近似公式为：
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式中：[Q0]，[Q1]，[Q2]均为n×m阶实矩阵，是待求的拟合

多项式系数矩阵；{Dk}，{Ek}分别为实的n阶列向量和m阶行向

量；rk为实常数，称作滞后根；N为滞后根个数；
sbs ik
V

γ= = + ，

其中s=σ+iω为Laplace变量；b为参考长度；ω为振动圆频率；σ

为运动衰减率；V为飞行速度。

在拟合前，已通过计算得到在频域若干减缩频率k值对

应的非定常广义气动力矩阵：

[Ql]=[Q(kl)]=[F(kl)]+i[G(kl)]　　　　(l=1，2，…，L)　　（2）
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式中：[F(k)]，[G(k)]分别为[Q(k)]的实部和虚部；L为减缩

频率个数。各矩阵均为n×m阶实矩阵。

拟合的目的是根据频域中已知的气动力矩阵[Q(k)]来确

定式(1)中的各个待定矩阵。拟合计算时一般先给定一组kl，

当s     ikl= 时，有[Q]=[Qap]，即：
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                                                                  　(l=1，2，…，L)   （3）

通常，确定各系数矩阵的方法是：先给定一组rk及{Ek}

（k=1，2，…，N），按行拟合出d 
i
k（i=1，2，…，n）；然后由现有的rk 

及{Dk}，按列拟合求出e 
i
k（j=1，2，…，m）；接下来计算拟合的精

度，如果拟合的精度不满足要求则重复前面的过程，直到得出

满意结果为止，根据经验，迭代次数一般取10次就能收敛。

2 拟合精度的衡量指标
2.1 气动力拟合误差

气动力拟合误差表征拟合的气动力系数矩阵的总体误

差，其定义为： 
 2
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J Q k Q k= −∑∑∑                                （4）

式中：Qap，ij表示拟合的气动力系数矩阵元素；Qij表示频

域计算的气动力系数矩阵元素。

2.2 颤振计算精度

利用拟合后的气动力，代入气动弹性运动方程并进行

Laplace变换得到状态空间方程。气动弹性状态空间方程矩

阵A的特征值随速度变化形成的根轨迹图代表了系统的稳

定性。对于气动弹性问题，可得到颤振的临界速度。对比根轨

迹法与频域法颤振计算结果的差异，可以检验颤振减缩频率

附近的气动力拟合精度。颤振计算精度是衡量气动力拟合精

度的主要指标。

3 最小状态法气动力拟合精度影响因素分析
用最小状态法进行有理函数拟合，需要选择合适的滞后

根。现有的滞后根选取方法主要有经验公式法和试凑法，其结

果带有随意性。本节以某大型飞机为研究对象，建立其结构动

力学模型和非定常气动力模型，在频域下用g-法进行颤振计

算，并用最小状态法进行非定常气动力有理函数拟合，分析不

同滞后根取值、个数及拟合约束对气动力拟合精度的影响，探

究其一般规律，为气动伺服弹性状态空间建模打下基础。

3.1 滞后根取值的影响

在滞后根取少的情况下，取值就成为重要问题。只取一

个滞后根，在0.1~2.7之间均匀选取14个值作为滞后根取值，分

析滞后根取值对拟合精度的影响。气动力拟合误差随滞后根

取值的变化规律如图1所示，根轨迹法颤振计算结果随滞后根

取值的变化及与频域法计算结果的对比曲线如图2所示。
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图1　气动力拟合误差随滞后根取值的变化曲线

Fig.1　Aerodynamic fitting error along with the change of lag roots value
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图2　颤振计算结果随滞后根取值的变化曲线

Fig. 2 　Flutter calculation results along with the change of lag roots value
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计算结果随滞后根个数的变化及与频域法计算结果的对比

曲线如图4所示。

由图3可以看出，滞后根取的越多，气动力拟合误差越

小。但是滞后根个数的增加会导致模型增阶，使计算效率下

降。由图4可以看出，取4个滞后根时根轨迹法颤振计算结果

与频域法结果最接近。权衡气动力拟合误差与颤振计算精

度，取4个左右滞后根，拟合结果较为理想。

3.3 约束的影响

拟合约束有如下三种：

（1）  零频约束

Q0=F(0)                                                                           (6)

（2）  k f 处实部约束

k=k f 时 
2 2 2 1

2 [ (0) ( )] ( )f f fQ k F F k D k I R E− −= − + +                          (7)        
k=k l (l≠ f )时
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取单滞后根r1=0.5时，分别施加零频约束、kmax处的实部

与虚部约束、颤振减缩频率k f处的虚部约束，分析拟合约束

对拟合精度的影响。对比结果见表1。取两气动力拟合矩阵元
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Fig.4　 Flutter calculation results along with the change of lag roots number

     (a) 颤振速度随滞后根个数的变化曲线                   (b) 颤振频率随滞后根个数的变化曲线

 根据滞后根选取的经验公式：

2

max1.7
1t

tr k
N

 =  + 
                                                      （5）

式中：rt为第t个滞后根取值；kmax表示减缩频率最大值。

对于本算例，由经验公式得出的r1=1.275，显然不是

单滞后根的最优解。由图1可以看出，滞后根取得过大或过

小，都会导致较大的气动力拟合误差。滞后根在0.5~0.9之

间取值，气动力拟合误差较小。根轨迹法计算的颤振速度、

颤振频率在滞后根取0.5附近与频域法计算结果最接近。综

合以上分析，单滞后根在0.5附近取值，气动力拟合结果较

为理想。

3.2 滞后根个数的影响

利用式（5）的滞后根取值，分别取1~10个滞后根，气动

力拟合误差随滞后根个数的变化如图3所示，根轨迹法颤振
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表1　不同约束条件拟合精度的比较

Table 1　Comparison of fitting precision under different

                       constraint conditions

析结果表明：

（1） 在进行MS法气动力有理函数拟合时，滞后根的选

择应该综合考虑气动力拟合误差和颤振计算精度；

（2） 滞后根取得过大或过小，都会导致拟合误差较大。

滞后根数目越多，拟合误差越小，但是要保证拟合后的气动

力达到工程要求的精度, 同时在原状态向量中不过多的增加

气动力(状态) 维数，在实际应用中，建议4~6个为宜；

（3） 施加约束可以提高约束减缩频率点处的局部气动

力拟合精度，但是会降低总体气动力拟合精度，在kmax处的约

束会导致较大的误差，不建议采用。在实际应用中，不施加约

束或者施加零频约束拟合结果较为理想。                      
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素Q32，Q44的计算值，施加上述拟合约束的气动力拟合矩阵

元素Qap，32，Qap，44与计算值的对比如图5所示。计算值表示利

用偶极子格网法算出的气动力系数矩阵，无约束表示未加约

束的MS法拟合，零频约束表示施加零频约束的MS法拟合，

约束1表示在kmax处施加实部与虚部约束的MS法拟合，约束2

表示在k f 处施加虚部约束的MS法拟合。

由以上对比可以看出，约束的减缩频率点附近局部气

动力拟合精度相对无约束情况有所提高，但整体气动力拟合

精度降低。施加kmax处约束将导致较大的气动力拟合误差，并

导致颤振形态的变化，在拟合过程中不可取。在拟合过程中

不施加约束，或者施加零频约束，拟合结果较为理想。

4 结论
结合某飞机非定常气动力有理函数建模实例，对最小

状态法气动力有理函数拟合的精度影响因素进行了分析，分

约束条件
气动力系数矩阵

拟合误差

颤振速度

误差/%
颤振频率

误差/%

无约束 0.021 0.55 0

零频约束 0.027 2.16 0.11

约束1 0.424 / /

约束2 0.062 1.2 0.19

                     (a) Qap，32与Q32的对比                                    (b) Qap，44与Q44的对比  

图5　气动力拟合矩阵元素与计算值对比

Fig.5　Aerodynamic fitting matrix element compared with calculated value
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