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摘　要：针对地面共振试验中出现的结构固有频率的不恒定问题，提出了一种结构刚度非线性系统的分析方法。可以由试

验测得的结构频率和激励力幅值，得出系统的非线性弹簧力函数，并确定系统弹簧性质，最后通过算例分析，验证了该方

法的有效性及可行性。
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在飞机的生产研发过程中，需通过地面共振试验（GVT）

来测量飞机各阶模态频率、振型、阻尼等，并根据测试结果

对动力学模型进行修正。而在进行飞机及其缩比模型的

地面共振试验时，往往会从非线性结构部件（如旋转舵面、

发动机、导弹及吊舱挂架、起落架舱门等）观察到：结构的

某阶固有频率不恒定，它会随着激振力幅值的变化而变化。

这对结构动态特征参数的识别和建模分析带来了较大困

难。因此，有必要从理论上对该现象进行分析并给予建模 

指导。

在非线性振动问题中，有些学者应用了多种方法对非

线性 Duffing 方程进行了求解[1-3]，有些学者对弹簧的非线性

刚度进行了实验研究[4，5]。而在现有的文献中没有对非线性

系统固有频率不恒定问题的专题研究。

本文以单自由度非线性系统为例，从结构刚度非线性

问题出发，对系统固有频率随激励幅值的变化规律进行理论

分析，从而得出系统的弹簧特性参数。

1 理论分析
以单自由度振动系统为研究对象，如图 1 所示。

图 1　振动力学模型

Fig.1　Vibration mechanical model

根据振动理论，可建立如图 1 所示的系统响应方程为：

 （1）
式中：m 为系统质量，c 为系统粘性阻尼， fk 为以位移 x 为自

变量的弹簧力， ft 为外激励力。

这里将弹簧力 fk 分为 3 种：一是线性弹簧力，即弹簧刚

度不随 x 变化；二是硬式弹簧力，即弹簧刚度随 x 绝度值的

增大而增大；三是软式弹簧力，即弹簧刚度随 x 绝度值的增

大而减小。

为了便于说明，此处对上述 3 种弹簧力函数进行了假

设，其中，线性弹簧力为：

 （2）
硬式弹簧力为：

 （3）
软式弹簧力为：

 （4）
式中：sign 为符号函数，定义如下：

在航空工程中，正弦扫频法是测试飞机结构各阶固有

频率的一种常用方法。其具体步骤为：（1）确定激励频率范

围，选定激励力幅值；（2）在选定频率范围内对结构进行扫

频激励，同时测量结构的加速度响应；（3）将不同频率下的

加速度幅值除以激励幅值，得到系统的传递函数，最后根据

传递函数峰值确定系统固有频率。图 2 为弹簧力曲线。
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图 2　弹簧力曲线

Fig.2　Curves of spring force

由上述固有频率的正弦扫频测试过程可知，根据式（1）

分析系统固有频率随激励幅值的变化规律，需求解不同激励

频率和幅值下系统的加速度响应。

采用中心差分法计算式（1）所示的振动响应。其中，

加速度和速度的中心差分公式为：

 （5）

 （6）

式中：Δt 为时间步长。

将式（5）和式（6）代入式（1）并整理，可得 t+Δt 时刻

系统的位移：

 （7）

应用递归算法，根据式（7）可求解不同时刻的位移响

应，将求得的位移响应代入式（5），可以计算出加速度响应。

特别地，t =0 时刻，需要已知 x-Δt。将式（5）和式（6）

中的 t =0，联立两式可得：

 （8）

2 算例说明
设质量 m =1kg，阻尼 c =0，弹簧力 fk 分别取式（2）~ 

式（4）所示的表达式，激励力表示为：

 （9）

激励力幅值 F 的取值分别为 2000N，4000N，6000N，

8000N，10000N，激励力频率 f 的取值范围为 0.1~10Hz，扫频

步长 0.1Hz，计算时间步长 5×10-5s。

在零初始条件下，对上述正弦扫频的测试方法进行模

拟，采用中心差分法分别计算前文提到的 3 种弹簧系统的加

速度响应，得到加速度比力的传递函数（FRF）。

图 3 显示了线性系统的传递函数，从图中可以看出，

所有曲线重合在一起，表明传递函数曲线不随激励幅值变

化。峰值频率均为 4.8Hz，这与线性系统固有频率的理论值

=4.8Hz 一致，验证了数值计算方法的准确性。

图 3　线性弹簧系统的传递函数

Fig.3　FRF curve of linear spring system

图 4 和图 5 分别显示了硬式弹簧系统和软式弹簧系统

的传递函数，由图中可以看出，传递函数曲线随激励幅值的

变化出现明显偏移：硬式弹簧系统曲线整体右偏，软式弹簧

系统曲线整体左偏。这种现象表明，硬式弹簧系统的固有频

率随激励幅值的增大而增大，软式弹簧系统的固有频率随激

励幅值的增大而减小。

图 4　硬式弹簧系统的传递函数

Fig.4　FRF curve of hard spring system
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图 5　软式弹簧系统的传递函数

Fig.5　FRF curve of soft spring system

图 6 比较了 3 种系统峰值频率随外力幅值的变化曲

线，由图中可以看出 3 种弹簧系统的峰值频率变化趋势：线

性弹簧系统峰值频率恒定；硬式弹簧系统的峰值频率随外

力幅值的增大而增大，并且增势逐渐放缓；软式弹簧系统的

峰值频率随外力幅值的增大而减小，并且减势也逐渐放缓。

图 6　峰值频率随外力幅值的变化趋势

Fig.6　Peak frequency changes with external force

在忽略阻尼影响的情况下，分析产生这种现象的原因在

于：外力越大，系统的位移响应也越大，因此，硬式弹簧系统

的刚度增大，固有频率升高；软式弹簧系统的刚度减小，固有

频率降低；而线性系统的刚度与位移无关，固有频率不变。

3 应用研究
以上对非线性结构频率随激励幅值变化规律的研究，对

实际结构模态测试及分析具有重要意义，其主要应用包括：

（1）根据试验测得的峰值频率随外力幅值变化的趋势

线，定性判定结构是否属于非线性系统以及非线性弹簧力的

类型；

（2）根据试验测得的峰值频率随外力幅值的变化趋势，

定量拟合出弹簧力函数。

在飞机模型地面共振试验中，结合试验结果，根据上述

应用（1）对发动机挂架刚度、舵面旋转刚度等非线性系统进

行定性判断，进而对设计模型的修正提供可靠依据。图 7 为

某地面共振试验中，飞机方向舵舵面旋转频率随激振力幅值

变化趋势的试验结果。可以得出，结构属于非线性系统，其

弹簧力类型为软弹簧系统。

图 7　峰值频率随激振力幅值的变化趋势（试验结果）

Fig.7 Peak frequency changes with exciting force （test result）

下面对上述应用（2）进行详细说明。如式（10）所示，

Duffing 方程常用来描述非线性振动系统。

 （10）
式中：k 为线性刚度系数；μ为立方项刚度系数，μ>0 表示硬

式弹簧力，μ<0 表示软式式弹簧力。

对式（10）进行傅里叶变换，可得位移幅 X （ω）与外力

幅 F（ω）之间的关系：

 （11）
根据扫频试验得到力幅 F（ω）、位移幅 X （ω）和峰值频

率 ω，由最小二乘法可以拟合出刚度系数 k 和 μ。

表 1 显示了某简化单自由度系统的模态测试结果。可

见，峰值频率随外力幅的增加而降低，说明结构属于软弹簧

系统。

表 1　模态测试结果

Table 1　Test results of mode

序号 外力幅 /N 位移幅 /mm 峰值频率 /Hz

1 10 0.3 15.636

2 20 0.5 14.886

3 30 1.5 14.185

将表 1 中的数据代入式（11）建立矛盾方程组，利用最

小二乘法求解可得，k=231631N/m，μ=-7.0656×1010。

图 8 显示了拟合得到的弹簧力曲线。可以看出，弹簧
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Fig.7 Peak frequency changes with exciting force （test result）

下面对上述应用（2）进行详细说明。如式（10）所示，

Duffing 方程常用来描述非线性振动系统。

 （10）
式中：k 为线性刚度系数；μ为立方项刚度系数，μ>0 表示硬

式弹簧力，μ<0 表示软式式弹簧力。

对式（10）进行傅里叶变换，可得位移幅 X （ω）与外力

幅 F（ω）之间的关系：

 （11）
根据扫频试验得到力幅 F（ω）、位移幅 X （ω）和峰值频

率 ω，由最小二乘法可以拟合出刚度系数 k 和 μ。

表 1 显示了某简化单自由度系统的模态测试结果。可

见，峰值频率随外力幅的增加而降低，说明结构属于软弹簧

系统。

表 1　模态测试结果

Table 1　Test results of mode

序号 外力幅 /N 位移幅 /mm 峰值频率 /Hz

1 10 0.3 15.636

2 20 0.5 14.886

3 30 1.5 14.185

将表 1 中的数据代入式（11）建立矛盾方程组，利用最

小二乘法求解可得，k=231631N/m，μ=-7.0656×1010。

图 8 显示了拟合得到的弹簧力曲线。可以看出，弹簧
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刚度随位移绝对值的增大而减小，进一步验证了系统的软弹

簧力属性。

图 8　拟合得到的弹簧力曲线

Fig.8　Fitted curve of spring force

4 结束语
从结构刚度非线性问题出发，提出一种对结构固有频

率随激振力幅值变化问题的分析方法，通过算例分析表明了

由该方法得到的结果准确有效，为地面共振试验中频率测量

结果的甄别及飞机模型的建模分析提供了可靠的理论参考

依据。 
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