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考虑翼吊发动机推力的机翼颤振分析

摘　要：分析了带翼吊发动机的大展弦比机翼颤振特性，其中考虑了机翼大变形和发动机推力的作用。采用梁单元对双梁

式机翼和发动机吊舱进行了结构建模，采用修正的片条理论计算曲面定常气动力，修正的Theodorsen方法计算曲面非定常气动

力，发动机推力始终沿发动机轴线。研究机翼在不同攻角时的定常气动力及发动机推力联合作用下固有振动和颤振特性的变

化情况。结果表明，发动机推力对机翼静变形和固有频率改变不大，但对颤振临界速度的变化量不容忽视，有可能成为大型

运输机机翼设计的限制因素。
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大展弦比机翼加翼吊发动机是大型运输机的常用构

型。传统颤振分析中，翼吊发动机的作用主要体现在其惯性

对系统固有振动特性的影响，发动机推力作用无法在线性分

析的框架下予以考虑。现代大型飞机设计中机翼结构的柔性

日趋增大，几何非线性气动弹性概念和方法也逐渐得到重视

和应用[1,2]。在几何非线性气动弹性分析框架下，在飞行器颤

振分析中得考虑发动机推力，针对简化梁模型的分析表明发

动机推力具有一定影响，有可能使得飞行器颤振临界速度降

低[3]。

发动机推力作用对结构动力学和气动弹性特性的影响

源于柔性导弹及火箭类飞行器的研究工作。Bolotin[4]认为弹

箭的发动机推力在近似处理中可忽略射流分裂等伴生效应，

仅将推力作为纯粹的随动力，进而考察此类随动力对结构动

力学的影响。21世纪初，Hodges等人将推力作用引入到弹箭

类飞行器的气动弹性分析当中，指出推力使得结构有效刚度

降低从而降低飞行器的颤振临界速度[5]。国内，许赟等人针

对某一导弹模型进行了推力影响下颤振问题的工程分析研

究[6]。
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近几年来，国内针对具有大展弦比机翼的飞行器几何

非线性气动弹性问题，也逐步开展了工程应用研究。谢长川

与杨超等人采用复杂梁架模型与复合材料层合板模型进行

了机翼几何非线性气动弹性稳定性研究[1,2]，并将其分析方

法应用于工程设计当中，取得了很好的成果。

基于这些研究成果和大型运输机的设计需求，有必要

将发动机推力作用引入到气动弹性分析当中，研究发动机推

力对飞行器颤振临界速度的影响，从而为工程设计提供必要

的参考。

1 几何非线性颤振的线性化方法
1.1 结构几何非线性有限元法

大展弦比机翼在承受较大载荷时，往往不再符合小变

形的假设，尽管应变很小未超过材料的弹性极限，但是位

移较大，此时平衡方程和几何方程就成为非线性的，即结

构几何非线性问题。结构几何非线性的描述方式之一是更

新的Lagrange增量法，当考虑随动载荷情况时，该方法较

为有效。
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按能量原理建立单元的矩阵方程为：

 ( )t t t t t
L NL

+∆+ = −K K u Q F                                             (1)

式中：KL为线性刚度；KNL为非线性刚度； ( )t t t t t
L NL

+∆+ = −K K u Q F为新增量步的

外载荷增量； ( )t t t t t
L NL

+∆+ = −K K u Q F 为增量步长t时的外载荷。其中可以考虑发

动机推力以及定常气动力的“随动载荷”效应。相应的动力学

方程为：

 ( )t t t t t t t t
L NL

+∆ +∆+ + = −M u K K u Q F●●

                            (2)

式中：M为结构惯性矩阵。

对动力学稳定性问题，假设结构在静平衡位置作微幅

振动，可采用动力线化方法进行求解：

  = +u u x                                                                         (3)

式中： = +u u x为结构大变形的平衡位移，按(1)式求解； 为微幅振

动位移，根据(2)式及平衡条件，有

 0T T+ =M x K x
●●

                                                               (4)

式中：MT为结构变形后平衡位置的质量阵；KT为相应的刚度

阵。对该式进行特征值计算，即可得结构在静平衡位置微幅

振动的固有振动频率和振型。

1.2 气动力建模与计算

与结构分析的动力线化方法相匹配需要建立大展弦

比机翼定常与非定常气动力计算方法，对具有翼吊发动机

的机翼做出如下假设：①飞行器做亚声速小攻角飞行；翼

根安装攻角也是小量；②机翼在载荷作用下具有较大弯曲

变形，但扭转变形仍为小量，局部弹性攻角不大。那么，亚

声速势流理论及相关算法仍然适用，仅需考虑弯曲变形的

曲面效应。

(1) 定常气动力计算

片条理论将大展弦比机翼沿展向划分为若干沿流向片

条，气动片条在变形后的构型上定义，并建立局部坐标系。由

结构分析得到的变形以及所有的流动参数都从未变形机翼

的总体坐标系XYZ变换到变形后的片条局部坐标系xyz中，如

图1所示。

 

设由XYZ到xyz的坐标变换阵为T，则远前方来流变换为

 [ ]x y zv v v∞ ∞′ = =V TV                                                  (5)
式 中 ： [ ]x y zv v v∞ ∞′ = =V TV 为 坐 标 X Y Z 中 的 远 前 方 来 流 速 度 矢 量 ；

 [ ]x y zv v v∞ ∞′ = =V TV为片条坐标系中的来流速度矢量。则片条

的定常有效攻角近似为

  
1

0 tan ( )z xv vα α −= +                                                     (6)

式中：α0为零升攻角；第二项包括了机翼几何扭转和弹性变

形引起的局部攻角；片条有效攻角在弦剖面内度量。单位展

长片条的气动力为
21

2 lf V C bαρ α∞=                                                                 (7)
作用点为1/4弦长点，方向为片条法向沿z轴为正。

三维情况下各片条在整体坐标系下的方位不同，加之

气动力作用在片条法向，因此存在由于升力面几何位形所

引起的诱导阻力以及展向分力。工程应用中，片条理论的

修正主要通过改变其升力线斜率和气动力作用点来实现。

这里通过片条升力线斜率的展向变化来考虑有限展长机

翼的三维效应。

 (2) 非定常气动力计算

将Theodorsen理论推广到大变形机翼的三维非定常气

动力计算时，仍将曲面机翼沿展向划分为若干片条，然后确

定每一片条的气动、几何以及运动参数，再计算每一片条的

非定常气动力和力矩

1 2[ 2 ( ) ]yL qC c C C k Cα= +        
2 1 1

1 3 4 22 2[ 2( ) ( ) ]y yM qC c aC C C a C k Cα= + − + +

式中：
21

2q Vρ ∞= 为动压； 2yC α π= 为平板升力线斜率，必要时

可依据具体情况进行适当修正。

仍采用图1的片条坐标系，来流速度仍按式(5)得到。按动

力学线化方法，气动片条的微幅振动也可通过一定承载变形

情况下的有限阶模态来描述，总体坐标系下片条微幅振动为

 
1

( ) ( )
N

i i
i

u q tΦ
=

= ∑ X                                                          (10)

式中：Φi为总体坐标系下第i阶的模态；X为总体坐标系下的

片条坐标。片条坐标系下片条气动控制点即等效刚心3/4弦

长点H的模态为

 ( ) ( )iH iHφ               Φ=x T X                                                          (11)
那么，片条弦剖面即曲面气动面的法平面内垂直弦线

的位移为 ( ) ( )z
iH iH xα  φ= ∂ ∂x x，片条在弦平面内的攻角则为

 ( ) ( )z
iH iH xα  φ= ∂ ∂x x                                                     (12)

将运动参数代入式(8)和(9)就得到每一片条上作用的非

定常法向气动力和弦剖面内的力矩。

X

x

Y  
Z

y

z 

图1　变形前后片条坐标系示意图

Fig.1　Coordinates of strip before and after deflection

 (8)

 (9)
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片条坐标。片条坐标系下片条气动控制点即等效刚心3/4弦

长点H的模态为

 ( ) ( )iH iHφ               Φ=x T X                                                          (11)
那么，片条弦剖面即曲面气动面的法平面内垂直弦线

的位移为 ( ) ( )z
iH iH xα  φ= ∂ ∂x x，片条在弦平面内的攻角则为

 ( ) ( )z
iH iH xα  φ= ∂ ∂x x                                                     (12)

将运动参数代入式(8)和(9)就得到每一片条上作用的非

定常法向气动力和弦剖面内的力矩。
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图1　变形前后片条坐标系示意图

Fig.1　Coordinates of strip before and after deflection

 (8)
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1.3 结构/气动界面耦合方法

在计算中需要确定(5)式和(11)式中的变换阵T以及实现

式(12)的计算，这就要解决气动弹性分析中结构/气动界面的

耦合问题，使界面的运动和载荷信息得以传递，一般通过曲

面插值方法来处理。

气动弹性常用插值方法是曲面样条插值，推广至空间

向量值函数可解决曲面结构/气动耦合问题[7]。通过文献[7]

的插值方法可由机翼结构变形得到气动面变形后的构型及

其切向/法向量，由此建立气动面局部坐标系的基向量，以及

局部与整体坐标系之间的变换阵。由结构等效性可建立力插

值算法，将气动面的载荷信息传递给结构单元。

1.4 颤振分析方法

可以看出，几何非线性气动弹性问题首先是要进行结

构的非线性静力学求解得到平衡态，在该平衡态建立线性化

方程，再进行稳定性求解，从而构成几何非线性气动弹性的

静/动力学耦合分析框架。

飞行器部件在静力学变形构型上进行线性化得到的气

动弹性运动方程可表示为

( ) ( , )s s V∞=O u Q u
21

2T T uVρ ∞+ =M x K x Q x●●

         

式(13)是非线性静力学方程，用于确定系统静变形和变形后

的构型； = +u u x是结构非线性静态位移；V∞是远前方来流速度；

Os是非线性的结构算子；Qs是非线性外载荷算子，包括了非

线性的定常气动力等外部载荷。式(14)即为变形后构型上的

线性化动力学方程，x是结构在静平衡态下的微幅振动位移；

Qu为非定常气动力系数矩阵；MT和KT分别是结构切线质量

阵和切线刚度阵。将式(14)按模态坐标展开得到系统的广义

化动力学方程，仍可以采用传统的p-k法分析系统稳定性，得

到颤振速度。

可建立如图2所示的分析流程，将气动弹性静/动耦合分

析分为三个阶段。第一阶段仍将线性气动弹性分析作为基

础，必要时可进行线性动力学计算，用来校验模型的可用性。

第二阶段是几何非线性静气动弹性分析，这是一个迭代过

程。由非线性结构求解器计算变形，在变形后的气动面上计

算新的气动力，如此迭代直到满足一定的精度要求。第三阶

段是几何非线性动气动弹性稳定性分析。首先求解线性化系

统各阶模态振型和频率，然后计算频域非定常气动力，通过

模态坐标对线性化的动力学方程进行广义化和降阶，最后判

断系统的稳定性。

 这一分析流程仅能判断静平衡态的稳定性并预测颤振

速度，无法给出确切的颤振临界速度。要确定颤振临界速度

还必须完成整个图2所示非线性气动弹性求解过程的大循

环，直至给出颤振速度。

 

图2  机翼气动弹性静/动耦合分析框架

Fig.2  Flow chart of wing static/dynamic aeroelastic 

                     coupling analysis

(13)

(14)

2 模型描述与求解假设
分析对象为某型飞机机翼结构的缩比模型，距翼根约

37%展长位置吊挂发动机，机翼重量45kg，发动机重量10kg，

设参考推力P0为100N。采用梁单元进行建模，翼根固支，结

构有限元如图3所示。首先，进行线性固有振动和颤振分析，

其结果作为气动弹性特性的参考。其次，在机翼根部攻角分

别为1˚、1.5˚、2˚和3˚，远前方来流速度为80m/s情况时，推力

从0到100倍参考推力逐渐变化，进行几何非线性气动弹性稳

定性分析。

为简化分析过程,做了一些必要假设：①相对线性定常

气动载荷而言非线性增量是小量，进行非线性静气动弹性迭

代时直接使用线性载荷数值，计算中气动力始终垂直于气动

面法向；②发动机推力简化为集中载荷，静力学求解时始终

沿发动机轴线，在动力学求解时忽略其随动效应；③不寻找

确切的颤振临界速度，仅根据颤振临界速度的预测值分析非

线性因素的影响趋势。
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3 气动弹性计算
3.1线性分析

翼吊发动机机翼线性固有振动和颤振特性结果列于表

1、表2。从固有振动特性方面看，发动机俯仰和偏航模态在翼

面上都表现为一定程度的扭转运动。线性颤振计算的结果表

明，系统存在两个颤振分支。其一是发动机偏航模态穿越的

颤振，其穿越速度为91m/s，是典型的机翼外挂物颤振。另一

个是垂直一弯的静气动弹性发散，发散临界速度较高，主要

是与发动机俯仰模态耦合。

3.2 非线性分析

为研究单独推力的作用效果，在计算时不考虑推力引

起的附加静气动弹性效应，即不同推力系数情况下机翼所承

受的气动载荷相同。

在机翼根部攻角分别为1˚、1.5˚、2˚和3˚，远前方来流速

度为80m/s情况时，进行发动机零推力情况的非线性静力学

和固有振动计算。翼尖变形列于表3，相对位移为翼尖绝对位

移与半展长的比值，固有振动特性列于表4。算例的攻角状态

不大，2˚攻角时翼尖最大相对位移小于8%。从机翼承载变形

后的固有振动特性来看，小于2˚攻角时的固有振动频率与线

性情况相当接近，振型上则略有变化，主要反映在发动机偏

航模态的翼面扭转运动分量有所增强。3˚攻角时翼尖相对变

形达到11%，结构的几何非线性因素的作用开始显著。

针对机翼在承载变形后的平衡位置进行了动力学线化

的固有振动计算，表5列出了2˚攻角情况下前4阶固有振动频

率随推力的变化情况。从表中结果来看，各阶模态频率变化

都不大，振型也仅略有改变。其原因在于该模型在不同推力

作用下结构几何构型的差异较小，在同一攻角下推力大小相

对于升力而言所占比例也较小，并且推力作用接近根部对系

统整体的影响是不大的。其他攻角情况计算结果类似，这里

不再列出。

发动机偏航模态颤振临界速度随推力变化如图4所示。

相同推力下随攻角增大，机翼变形增大，几何非线性作用加

强，颤振速度下降；相同攻角下随推力增加，颤振速度下降程

度超过5%，在3˚攻角时接近10%，可见在变形大时推力对临

图3  某大型飞机半机翼缩比模型

Fig.3 The scale model of a large aircraft half wing

序号 模态名称 频率/Hz

1 垂直一弯 3.68

2 发动机俯仰 9.86

3 垂直二弯 13.30

4 发动机偏航 19.28

5 垂直三弯 28.24

6 一阶扭转 34.55

7 水平一弯 48.62

表1  模型线性固有振动特性

Table 1  Linear intrinsic vibration characteristics of the model

表2  模型颤振特性

Table 2  Flutter characteristics of the model

模态名称 颤振速度/(m/s) 颤振频率/Hz

发动机偏航 91.0 19.24

垂直一弯 134.5 0.0(静发散)

攻角/˚
翼尖变形量

绝对变形/m 相对变形/%

1.0 0.243 3.45

1.5 0.381 5.41

2.0 0.519 7.37

3.0 0.794 11.3

表3  发动机零推力机翼非线性静变形

Table 3  Nonlinear static deflection of the wing with 

                         zero thrust force

表4  发动机零推力机翼非线性固有振动

Table 4 Nonlinear intrinsic vibration with zero thrust force

序号 模态名称
频率/Hz

攻角1˚ 攻角1.5˚ 攻角2˚ 攻角3˚

1 垂直一弯 3.67 3.67 3.66 3.64

2 发动机俯仰 9.85 9.81 9.76 9.58

3 垂直二弯 13.28 13.22 13.12 12.85

4 发动机偏航 19.33 19.35 19.37 19.40

5 垂直三弯 28.21 28.13 28.00 27.62

6 一阶扭转 34.53 34.48 34.41 34.25

7 水平一弯 47.80 47.16 46.45 45.02
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6 一阶扭转 34.53 34.48 34.41 34.25

7 水平一弯 47.80 47.16 46.45 45.02
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界速度影响更显著。虽然攻角增大使偏航模态的颤振速度有

所降低，但影响程度却在减小，2˚和3˚攻角时的曲线非常接

近，这主要由外挂物这种类型所决定，当攻角增大到一定程

度后受几何非线性影响逐渐减小，使对应的颤振速度趋于一

个定值。

表5  2˚ 攻角推力对固有振动的影响

Table 5  Influence of 2˚ attack angle thrust force on vibration

推力/
(P/P0)

垂直

一弯

发动机

俯仰

垂直

二弯

发动机

偏航

0.0 3.658 9.756 13.123 19.366

1.0 3.658 9.755 13.123 19.364

5.0 3.658 9.751 13.126 19.358

10.0 3.658 9.747 13.129 19.349

40.0 3.658 9.734 13.151 19.301

80.0 3.657 9.750 13.183 19.237

100.0 3.656 9.767 13.202 19.205

4 结束语
由计算分析可见：①在一定推力范围内，有必要考虑发

动机推力对翼吊发动机机翼系统气动弹性稳定性的影响；

②机翼的颤振速度随推力增大而逐渐减小，机翼变形量增

大时推力影响程度也在增强，导致颤振速度的降低有可能超

过5%；③发动机推力较定常气动力导致的机翼静变形和固

有振动频率影响并不大，但造成了振型改变影响非定常气动

力，从而使得机翼颤振临界速度降低。                            
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垂直一弯静气动弹性发散临界速度随推力变化如图5

所示。在相同推力下随攻角增大，临界速度逐渐下降；同一攻

角下随推力增加，发散速度不断下降，其降低程度超过7%，

3˚攻角时超过8%，同样在变形大时推力对临界速度的影响

也更显著。还可看出，攻角增大使得发散速度有所降低，但是

其影响的程度却在增加，这与图4中的趋势并不相同，其原因

在于该支发散模态以翼面模态耦合为主，当攻角较小变形不

大时，翼面模态受几何非线性的影响较小，因而失稳临界速

度变化并不显著，随着攻角增加则几何非线性作用逐渐增

强，失稳临界速度的变化逐渐显著。 
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