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摘　要：综合考虑了旋转轴的扭转、陀螺效应以及剪切变形的影响。应用有限元法，推导了变截面梁的单元矩阵，建立了

通用的单转子动力学理论模型，研究了高速测扭系统的转子动力学特性。通过不平衡响应分析，得到其振动响应幅值较大

的位置节点；采用四阶Runge-Kutta算法对转子启动过程进行了数值仿真，得到其通过临界转速时的瞬态响应。计算结果表明，

在该测扭器的工作转速范围内会出现两阶临界转速，且位于测扭轴中间位置的节点为振动敏感点。该分析结果为分析测扭

转子系统的动力学特性、避免共振发生提供了参考。
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动力学分析是高速转子结构设计的重要内容，压气机

作为典型的高速旋转部件广泛应用于燃气涡轮发动机中。

在压气机试验台中经常设置扭矩测量装置，用以测量发动机

转子输出扭矩，以标定压气机的功率及扭矩特性。作为压气

机试验台核心部件，测扭系统同样具有高速旋转特性，是典

型的转子部件，其动力学特性对整个压气机试验台的测试及

标定精度影响很大，其设计优劣对试验台的精确测量及可靠

运行有着直接关系。

转子动力学是研究所有与旋转机械及其附件动力学特

性有关的一门学科，其中，转子系统的建模与计算方法是该

学科的重要内容 [1，2]。Jeffcott[3] 首先提出了 Jeffcott 模型并

解释了其动力学特性，发现了转子超临界状态工作时产生

自动定心的现象。PROHL[4] 将解决盘轴振动的初参数法推

广到轴的弯曲振动问题上，从而能够定量计算临界转速。师

名林 [5] 采用商用有限元软件 ANSYS 对一电机主轴进行转

子动力学分析，分别研究了陀螺效应对转子系统临界转速

及陀螺效应对转子质量不平衡动响应的影响。缪红燕 [6] 基

于 Jeffcott 模型对转子中心运动的解析表达式进行推导，得

到了转子启动过程最大振幅与启动加速度的减幅特性以及

共振区迟滞特性。Zhao Sanxing[7] 考虑了转子刚度和阻尼，

并以四阶 Runge-Kutta 法模拟转子运动，对瞬态响应和不平

衡响应进行了研究。Gan Chunbiao[8] 基于蒙特卡洛方法对

Jeffcott 转子的偏移建立了随机矩阵模型，并对临界转速和

振动幅值进行了研究。Mohammad H J[9] 对具有一定几何和

力学性能的高速转子用三维有限元模型、一维梁单元模型和

模态实验进行分析，研究了转子的临界转速及不平衡响应。

对于转子动力学的研究主要集中在对 Jeffcott 转子模

型的临界转速与不平衡响应分析。本文应用 Timoshenko 梁

模型，综合考虑扭转与剪切变形对转子振动特性影响，采取

有限元的方法建立节点五自由度的高速转子动力学模型；

计算该高速测扭系统临界转速、求解并绘制出其振型图与

不平衡响应图；最后对其加速瞬态动力学行为进行了研究。

计算结果为压气机测扭转子结构设计及其动力学优化提供

了理论和数值依据。

1 测扭器工作原理及其转子结构
相位差式扭矩传感器具有高精度、高重复性等特点，因

此，经常在压气机台架试验中使用其来测定输出扭矩。测扭
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结构主要由扭矩传递轴、扭矩传感器、电气控制装置等组成， 

图 1 为测扭原理图。

图 1　测扭原理图

Fig.1　The schematic diagram of torque measuring

当测扭器不受外加转矩时，两个矩形齿轮的相对位置

保持不变，相应的电磁传感器中的感应相位差为零或某一

固定数值。当有外加扭矩时，两个齿轮的相对位置将发生改

变，传感器接受两个非接触式交流信号。取出信号的相位

差，运用数字信号处理技术就能精确地测出所承受的扭矩。

图 2 为压气机试验台高速测扭器系统结构图，其转速

范围为 0~28000r/min。其主要由主轴、2 个矩形齿轮以及 4

个滚棒轴承组成。推力盘用来平衡压气机产生的轴向力。2

个矩形齿轮的中间段即为扭矩测量轴，其具有薄壁、变截面

的特点。

图 2　测扭器结构图

Fig.2　The structure diagram of torquemeter

转子主轴主要参数为：轴系总长 L=1.85m，矩齿轮质

量 0.047kg，转动惯量 0.015kg·m2。密度 =7800kg/m3，弹

性模量 E=2.1×1011Pa，剪切模量 G=7.8×1010 N/m2，泊松比

v=0.27。4 个滚棒轴承的主刚度系数均为 Kb=4.5×108 N/m，

主阻尼系数为 2.8×103N·s/m。

2 轴段有限元模型
2.1 等直径轴单元运动方程

图 3 为等直径轴段单元，其单元广义坐标为：

式中：e 为单元编号；x，y 为平动位移； ， 为弯曲角度；

为扭转角度；d 为单元内直径；D 为单元外直径。

图 3　等直径轴单元

Fig.3　The constant diameter shaft unit

根据 Timoshenko梁理论，微元段的动能与势能表达式

为：

 （1）

 （2）

式中： ；u 为单位长度

质量；A 为轴单元面积；I 为单元截面惯性矩；E 为弹性模量；

G 为剪切模量；L 为轴单元长度；c 为长度变量；Ω为转速。

对式（1）、式（2）沿单元全长积分，得到含平动、弯曲和

扭转运动的轴单元动能与势能表达式为：

 （3）

 （4）

式中： 为轴单元平动质量矩阵； 为轴单元弯曲质量

矩阵； 为轴单元扭转质量矩阵； 为陀螺力矩阵；

为包含弯曲与剪切的轴单元刚度矩阵。

将式（3）、式（4）代入 Lagrange 方程，得到轴单元运动

方程：

 （5）

式中： 为轴单元质量矩阵； 为外部力矢量。
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2.2 变直径轴单元运动方程

图 4 所示为变直径轴单元，其直径、截面面积等参数随

轴单元长度而发生变化。

图 4　变直径轴单元

Fig.4　The variable diameter shaft unit

外径：

 （6）

内径：

 （7）

轴单元截面面积：

 （8）

单元长度质量：

 （9）

极转动惯量：

 （10）

轴单元截面极惯性矩：

 （11）

式中：D1，D2 为不同外直径；d1，d2 为不同内直径。

变直径条件下，将以上参数重新代入微元段的动能与势

能表达式，并沿单元全长积分，得到新的轴单元动能、势能表达

式。代入 Lagrange 方程中形成变直径轴单元运动微分方程。

3 测扭转子模型建立及结果分析
3.1 测扭转子整体运动微分方程

图 5 为测扭器轴单元有限元模型，在变截面、质量集中

点以及轴承支撑处设置节点，从左至右共计 32 个节点，每个

节点 5 个自由度，共计 160 个自由度。

160 个自由度表示有限元模型包含 160 个二阶微分方

程，将其化为矩阵形式，形成半带宽为 10 的 160×160 稀疏

带状矩阵，将盘单元与轴承单元分别加至对应节点处，形成

转子系统的总体运动微分方程：

图 5　测扭器有限元模型

Fig.5　The Finite Element Model of torquemeter

 （12）

3.2 临界转速分析

将转子系统总体微分方程式（12）右端项取零，建立如

式（13）所示的微分方程：

 （13）

对于式（13）这种大型稀疏带状矩阵的特征值问题，一

般采取降阶的方式将二阶微分方程组化为一阶微分方程组

的标准特征值问题来求解，取：

 （14）

运用 MATLAB 软件的 eig 函数求解式（14）的特征值

与特征向量，所得到的特征值与特征向量均为共轭成对的复

数。特征值的实部代表稳定性，虚部代表给定转速下的弯曲

或扭转涡动频率。

图 6 为测扭转子的坎贝尔图，横轴代表转子转速，纵轴

代表涡动频率。在陀螺力矩的影响下，弯曲振动的正向涡动

与反向涡动会成对出现，而陀螺力矩对扭转振动没有影响，

所以扭转涡动曲线始终为一条直线。

图 6　坎贝尔图

Fig.6　Campbell chart

由图 6 可见，在设定的 0~45000r/min 范围内共出现三

阶弯曲涡动和一阶扭转涡动。表 1 为其对应的弯曲以及扭

转临界转速，在测扭系统启动以及正常工作时，应快速通过

或避开前两阶转速值。
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图 6　坎贝尔图

Fig.6　Campbell chart

由图 6 可见，在设定的 0~45000r/min 范围内共出现三

阶弯曲涡动和一阶扭转涡动。表 1 为其对应的弯曲以及扭

转临界转速，在测扭系统启动以及正常工作时，应快速通过

或避开前两阶转速值。
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表 1　坎贝尔图临界转速 

Table 1　The critical rotational speed of Campbell chart

阶次 转速 /（r/min）

一阶弯曲振动 23754.7

二阶弯曲振动 26385.7

一阶扭转振动 31598.3

三阶弯曲振动 40191.2

前三阶弯曲振型如图 7 所示，由图中可以看出，轴承 1

与轴承 2 之间的 8 号节点、轴承 2 与轴承 3 的 19 号节点以

及轴承 3 与轴承 4 之间的 28 节点具有较大振幅。

图 7　弯曲振型图

Fig.7　The vibration mode chart of bending

3.3 不平衡响应分析

转子 - 轴承系统稳态不平衡响应是转子 - 轴承系统在

其结构本身存在的不平衡量所产生的激励力作用下的频率

响应特性。一般情况，在不平衡响应的激励下，转子运行过

程中只会出现同步正向涡动。存在不平衡量时，其振动方

程如式（12）所示，其为二阶非齐次线性微分方程组。其解

由两部分组成，一部分为 Q 为 0 时的齐次方程通解 {x1}，其

为瞬态响应，由于系统阻尼的存在，它会随着时间的增加逐

渐衰减到零。另一部分为非齐次方程的特解 {x2}，它是一种

持续的等幅振动，是稳态响应，其频率与激振力的频率相同。

所以，一般情况下只讨论稳态响应。不平衡响应分析时，式

（12）中 Q 可表示成如下形式：

 （15）

式中：

H 为不平衡量；  为初始相位角。

设方程的稳态解为：

 （16）

将式（16）代入式（12），整理可得：

 （17）

求解式（17），并从 qm 和 qn 提取出 x 和 y 方向分量，即

得到不平衡响应幅值。

设在轴承 1 与轴承 2 之间的 8 号节点、轴承 2 与轴承 3

的 19 号节点以及轴承 3 与轴承 4 之间的 28 号节点（见图 5）

分别为振动采集节点 1、2 和 3。现分别对这 3 个节点施加

50g·cm 的不平衡量，并采集上述 3 个点的频响，得到其不

平衡响应，如图 8 所示。

由图 8 可知，在 0~45000r/min 范围内，共出现 3 处波

峰值，且相应阶次的波峰对应的转速值非常接近，其结果如

表 2 所示。相同大小的不平衡量施加于采集点 2 上产生的

振幅最大，其振幅为 1.49×10-3m，其余采集点的振幅基本在

6×10-4m 以下。

3.4 瞬态响应分析

启动加速是最常见的瞬态过程，转子受不平衡作用力

与惯性力共同作用，在转子启动过程中，假设转速变化为线

性的，即角加速度为常数，描述转子系统瞬态特性的运动方

程为：
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图 8　不平衡响应图

Fig.8　The unbalance response chart

表 2　不平衡响应临界转速

Table 2　The critical rotational speed of unbalance response

阶次 转速 /（r/min）

一阶波峰 23760.4

二阶波峰 26358.0

三阶波峰 40301.0

 （18）

式中：m，c，k 分别为不平衡质量、外阻尼和轴刚度；r 为质量

偏心距；a=Ω为角加速度。

利用 Runge-Kutta 法对测扭器转子系统进行计算。实

际建立的动力学方程组式（18）为二阶微分方程。在具体计

算时，为适应 MATLAB 的 ODE45 函数格式要求，需对其进

行降阶处理，将二阶微分方程转化为一阶微分方程。

令：

 （19）

则：

 （20）

将式（20）写成 Matlab 函数 ODE45 的标准函数形式，

取所有节点的初始位移与初始速度均为 0，可求得 3 个采振

节点的瞬态振动位移随转子转速变化规律。

在采集点 1、采集点 2 以及采集点 3 处同时施加 50g·cm

的不平衡量，启动加速度为 150r/s2，仿真时间为 5s，得到如

图 9 所示的 3 个节点的瞬态加速响应图。

从图 9 的瞬态位移可以发现，最大瞬态位移出现在采

集点 2 的启动过程中，其振幅为 1.48×10-3m，与图 8（b） 

2 号采集点的幅值接近。图 9 瞬态响应图中共出现 3 个波

峰值，对应波峰转速值如表 3 所示。在实际的转子启动过程

中，发生最大幅值的转速随着加速度的增大而加大 [10]。文

中仿真时间为 5s，转速由 0 变为 45000r/min 中，加速度明显

偏大，对比表 3 与表 1、表 2 的临界转速可发现，瞬态加速响

应的共振转速相对于测扭器系统的临界转速有所延迟。

4 结束语
本文结论如下：

（1）建立了变截面情况下的转子动力学微分方程，并通过

坎贝尔图、不平衡响应、瞬态响应对压气机测扭转子系统进行

了动力学分析，得到了测扭转子系统的临界转速，在测扭器的

启动过程以及正常工作时应快速通过或避开前两阶临界转速。

（2）通过测扭器的振型图分析发现，靠近轴承支撑中间

位置的 8 节点、19 节点以及 28 节点振动幅值较大，为易振

动部位；通过不平衡响应与加速瞬态响应分析可知，当测扭

器转速为二阶临界转速时，19 节点为振动幅值最大点，在实

际测试中应重点监控该位置。 
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图 9　瞬态响应图

Fig.9　The transient response chart

表 3　瞬态响应临界转速

Table 3　The critical rotational speed of transient response 

阶次 转速 /（r/min）

一阶波峰 24581.0

二阶波峰 27551.7

三阶波峰 41084.1
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Abstract: The influence of the axial torsion，gyroscopic motion and the shear to the rotor were considered. The model 

was founded by the Finite Element Method（FEM）and the element matrix was derived for the variable section of 

the rotor shaft. The dynamic characteristic of the high speed torsional system was researched. The location of the 

node with large vibration amplitude were obtained by the unbalance response analysis. The dynamic response of the 

speeding up rotor was calculated using the fourth order Runge-Kutta algorithm，and the transient response was got 

when the rotor was breaking through the critical speed. The results indicate that within the scope of operating speed 

two order critical speed exists in the torquemeter. And the center of the shaft is sensitive to the vibration. The paper 

can provide a useful reference to measure the dynamic response characteristics of the torsion system and to avoid the 

occurrence of resonance. 
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