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摘　要：针对飞行控制律机载软件设计中编译环境自带的基本函数源代码不开放，导致收敛性无法严格保证，以及精度、

运行时间和占用空间不可控等问题，采用手工代码编写实现基本函数的方式，基于工程应用需求，对飞行控制律中最基本

的正弦函数，提出三种方法进行软件手工代码实现，并从精度、占用空间和运行时间三方面对所提出的三种方法进行对比

分析。结果表明，所提出的三种方法均能满足工程实现要求，其中，固定项法具有最优的综合性能。
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飞行控制律机载软件是飞行控制系统中用于实现控制

算法的核心软件。软件中的基本函数是实现控制律中各种

复杂算法的基础，其解算结果决定飞行控制功能的正确性。

虽然编译环境本身具有内嵌的基本函数，但从软件安全性

的角度考虑，由于内嵌函数无法看到源代码，其收敛性无法

严格保证，会给软件运行带来巨大的安全隐患。此外，从软

件性能的角度分析，内嵌函数的计算精度、运行时间和占用

空间等指标难以精确控制，限制了机载软件的可控性和性能

的提高。因而，从工程应用的角度，通过手工代码编写来实

现基本函数是更可控、更可靠的方式，需要从收敛性、计算精

度、运行时间、占用空间等多方面对基本函数的手工代码实

现进行系统分析和设计。

三角函数是控制律函数中最重要的种类之一，针对三角

函数中最基本的正弦函数 sinx，从数学理论分析出发，考虑控

制律软件的工程实现要求，提出 sinx函数的三种软件实现方

法，并对不同实现方法的精度和计算性能进行系统评估。
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1 三角函数机载软件设计
考虑 sinx 的奇偶性和周期性，sinx 的取值都可以转换

到求取 0~p/4 上的正余弦函数值。为计算方便，将 sinx 的函

数式进行分段描述，以 p/4 为单位进行划分，结果如式（1）

所示：

 

 （1）

1.1 基于麦克劳林公式的三角函数实现

一个复杂函数可以表达为函数本身在一个取值点处的

高次多项式之和，即泰勒展开（Taylor） [1]，如式（2）所示：

 （2）

式中：余项 Rn（x）代表函数泰勒展开第 n 项之后所有展开
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式之和，是函数泰勒展开公式计算值和真实值之间的差值，

代表了误差和精度。由于无限项展开在工程计算中无法实

现，并且考虑精度原因，没有必要计算高阶次项，因此，应建

立一种适用工程的方法，即给出计算精度达到工程要求时所

需的泰勒展开式。

取 x0=0，则泰勒公式变成形式较简单的表达式，即麦克

劳林（Maclaurin）公式，如式（3）、式（4）所示：

 （3）

 （4）

式中：Rn（x）为拉格朗日（Lagrange）余项[1]，参数 ξ在 0~x之

间。麦克劳林公式形式简单，便于运算。因此，选择基于麦克

劳林公式的泰勒级数展开分析三角函数的机载软件实现。

根据式（3），令 n=2m，则 sinx 的展开公式如式（5）、式

（6）所示：

 （5）

 （6）

假设计算精度要求为 PRECISION，则：

 （7）

对余项进行变换，得：

 （8）

利用三角函数和差化积公式对 f（x，θ）进行变换，得：

 （9）

由此分析 cos（θx）与 θ的函数关系，得到 | f（x，θ）|的最值。

当 m = 偶数时， ， 
分析 cos（θx）关于 θ 的函数单调性。把 x 当作一个常量，函

数 f（x，θ）对 θ 求偏导，得到式（10）：

 （10）

当 时，θx (0，p/4)，-xsin（θx）为

单调递减函数，因此，原函数 f（x，θ）也是关于 θ 的单调

递减函数。通过仿真验证得到：随着 θ 取值的逐渐增大，

cos（θx）的最小值逐渐减小，但是，cos（θx）的最大值一直

都为 1，即 。当 m= 奇数时，

。

综合以上分析可得，当 θ (0，1) 时，|cos（θx）| ≤ 1，即：

 （11）

 （12）

则 sinx 的无穷级数展开如式（13）所示：

 （13）

根据 sinx的麦克劳林展开公式，设计 sinx的计算方法为：

（1）定义域的转换：根据 sinx 的周期性和奇偶性，首

先将自变量的定义域 转换到 。sinx 在

的值根据对称性即可得到。即当 时，

。

（2）计算 sinx，x [0，π/4] 的麦克劳林展开公式。

 （14）

其通项为：

 （15）

相邻两项之间的关系式为：

 （16）

综上分析、设计，得到 sinx 的计算流程如图 1 所示。

图 1（b）是图 1（a）中调用的 sinx 函数的具体实现流

程图，sinx 为函数的计算值，m 为泰勒展开的阶数，ck 为泰

勒展开余项，PRECISION 为要求精度值。其中，精度的大小

和迭代次数有关，迭代的次数越多精度越大。

为避免程序陷入无限循环，应设定允许循环的次数上

限，作为程序的“保护机制”。分析取不同计算精度时，正弦

函数要计算到的阶次 m，其计算公式如式（17）所示。
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Switch (k = int (x

x

/(4/  )))

k =0 k =1 k =2 k =3

sin x cos( 2 )x- cos( 2)x - sin( )x-

得到计算结果

结束

初始化

 

ck

sinx = sinx + ck；
m = m + 1；

ck = -ck × x^2 /( 2 m )/( 2 m + 1 )；

是

否

设定初值

结束

(a) 主函数流程图

(b) 调用函数流程图

≤PRECISION

图 1　sinx 的计算流程图

Fig.1　Computation flow chart of sinx

 （17）

当 PRECISION 分别取 10-2，10-3，10-5，10-7 时，计算得

到的需要阶次 m 值，见表 1。
表 1　sinx 精度和阶次对应取值表

Table 1　Required order vs precision of sinx

PRECISION m

10-2 1

10-3 2

10-5 3

10-7 4

在程序设计中，取 PRECISION=10-5，此时 m=3，因此，

对 sinx 的计算流程进行改进，结果如图 2 所示。

取定 p 值，以 C 语言中自带的 sinx 函数为对比基准，分

析 sinx 的麦克劳林展开计算得到的函数真值和绝对误差。

当 p = 3.14159265358979323846 时，真值、绝对误差运算结

果分别如图 3、图 4 所示。图 3、图 4 中前缀“Error”代表绝

对误差，下标“c”代表 C 语言自带的 sinx 函数。

3
ck

m
≤

>或者

是

否

设定初值

结束

sinx = sinx + ck；
m = m + 1；

ck =-ck× x^2 /( 2 m )/( 2 m + 1 )；

PRECISION

图 2　sinx 的计算流程更改图

Fig.2　Improved computation flow chart of sinx

图 3　sinx 真值计算对比图（麦克劳林展开法）

Fig.3　 True value comparison of sinx（ Maclaurin formula method）

图 4　sinx 绝对误差对比图（麦克劳林展开法）

Fig.4　 Absolute error comparison of sinx（Maclaurin formula 
method）

由图 3、图 4 可知，采用麦克劳林展开公式计算得到的

sinx 值满足 10-5 精度要求，满足工程实现要求。

1.2 基于插值法的三角函数实现

插值法即用与曲线最贴近的多线段来拟合曲线。插值

点选取不同，多线段选取也不同，将得到不同精度的曲线拟

合结果。因此，插值点的选取是影响 sinx 计算精度的一个

主要原因。本文设计了一种插值点选取方法，其原则为选

最少的点，将曲线分割为满足精度要求的线段。首先，选定

sinx 计算结果精度为 P；其次，选取 sinx 在 x [0，p/4] 为分

析对象， 具体计算过程如图 5 所示。
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x

y

( )0,0

( )4, sin( 4)

( ),x y

( ),sin( )x x

L

L1

L2

π π

图 5　sinx 插值点计算原理图

Fig.5　Interpolation point calculation principle of sinx

首先，选取 sinx 的两个端点作为初始插值点，设这两个

端点坐标表示为（x1，y1），（x2，y2），根据初始插值点计算出直

线 L 的表达式：

 （18）

经过求导分析可以得到真实曲线与直线 L 的差值函数

导数为零的点为误差最大点，误差最大点对应的误差取值与

精度要求进行比较，即判断：

 （19）

如果不满足式（19）要求，则以误差点为界，将 sinx 分

为两段进行重新分析，得到两条直线：L1，L2，重新进行比较。

通过计算，最终得到 sinx 插值点的结果，对 sinx 函数曲线与

插值曲线进行 Matlab 仿真验证，如图 6 所示。从图 6 中可

以看出，计算得到的插值点都在 sinx 曲线上。

图 6　sinx 函数曲线与插值曲线对比

Fig.6　Comparison of sinx and interpolation method result

根据计算得到的插值点坐标，采用一维线性插值法求

取 sinx 值。其运算过程为：先找到待求取的插值点的坐标

（x，y），然后根据式（20）进行计算待插的 y 值。

 （20）

根据上述原理，设计插值法得到 sinx 函数的运行程

序。令 π =3.14159265358979323846，计算得到的 sinx 绝对

误差精度为 10-5，满足工程使用精度要求实现，结果如图 7 

所示。

图 7　sinx 绝对误差对比（插值法）

Fig.7　 Absolute error comparison of sinx（Interpolation method）

1.3 基于固定项法设计三角函数

固定项法，即在计算精度要求给定的情况下，提前计算

好需要计算的阶次和所有项的系数，得到一个系数固定、计

算阶次固定的 sinx 麦克劳林展开式，如式（21）所示。根

据式（21）计算时，只需带入自变量的值就可以得到函数 

结果：

 （21）

设 定 精 度 要 求 为 10- 5，计 算 得 到 m = 3。令 p = 

3.14159265358979323846，则此时 sinx 绝对误差精度为

10-5，满足工程使用精度要求，结果如图 8 所示。

图 8　sinx 绝对误差对比图（固定项法）

Fig.8　Absolute error comparison of sinx（ the fixed item method）

2 三种方法的对比
2.1 精度比较

令 p  =3.14159265358979323846，以 C 语言自带 sinx 计

算的值为基准值与本文设计的三种方法进行对比，计算它们

之间的绝度误差，最终结果见表 2。

从表 2 的结果可以看出，根据程序中设定的 10-5 精度

要求，三种方法都能满足工程使用精度要求，其中，固定项法

计算的 sinx 精度最高。
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表 2　sinx 精度对比

Table 2　Precision comparison of sinx

函数名 绝对误差

麦克劳林展开式计算 sinx 9.935×10-6

插值法计算 sinx 8.327×10-6

固定项法计算 sinx 3.459×10-6

2.2 占用空间比较

分析函数的占用空间分别从只读存储器（ROM）空间

和栈空间进行比较分析。文中的正弦函数调用结构如下，其

中，mathfun，sin，nearest 均为函数名。

void mathfun（void）

{  y = sin（double x）；  }

double sin（double x）

{  k = nearest（a）；

    y = sin_fun（x）；

    y = cos_fun（x）；   }

（1） ROM 空间比较

采用反汇编的方法进行 ROM 空间比较。ROM 空间计

算包含：主函数占用的空间、被调用子函数占用的空间、全

局变量占用的空间。以 sinx 为例，一个完整的正弦函数有

五部分会占用 ROM 空间，如图 9 所示。

图 9　sinx ROM空间占用图

Fig.9　ROM room chart of sinx

一个函数 ROM 空间大小通过计算函数源码的反汇编

入口地址和出口地址之差得到。通过分析计算，得到的结果

见表 3。
表 3　sinx ROM空间计算对比

Table 3　ROM room comparison of sinx

函数名 ROM 空间

麦克劳林展开式计算 sinx 918

插值法计算 sinx 1187

固定项法计算 sinx 914

从表 3 中可以看出，采用固定项法计算的正弦函数占

用的 ROM 空间最少。

（2）栈空间

栈空间的占用大小即程序运行过程中堆栈使用的动态

空间。编译环境使用堆栈来传递过程参数、存储返回信息、

保存寄存器用于现场恢复和本地存储[2]。栈空间的大小使

用帧指针 EBP 和栈指针 ESP 进行说明，其动态调用过程中

的堆栈使用情况如图 10 所示。

图 10　sinx 栈空间计算图

Fig.10　Calculating diagram of stack room of sinx

从图 10 中可以看出，程序动态运行过程中堆栈的占用

即调用函数的 ESP 指针值和主函数 ESP 指针值之差。sinx

不同实现方法的栈空间计算结果见表 4。
表 4　sinx 栈空间计算对比

Table 4　Comparison of stack room of sinx

函数名 栈空间 结果

麦克劳林展开式计算 sinx 0120 适中

插值法计算 sinx 0328 最大

固定项法计算 sinx 0112 最小

结果表明，采用固定项法计算得到的 sinx 占用的栈空

间最小。

2.3 运行时间比较

正弦函数运行时间的测试使用天脉操作系统的计算机

和示波器进行完成。因为天脉操作系统计算机在硬件上通

过示波器可以直接计算 CPU 运行时间，可以更加精确地得

到程序的运行时间。对不同实现方法运行时间的测试结果，

见表 5。
表 5　sinx 运行时间对比

Table 5　Runtime comparison of sinx

函数名 运行时间 /μs

麦克劳林展开式计算 sinx 350

插值法计算 sinx 290

固定项法计算 sinx 100
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从结果可以看出，采用固定项法计算得到的 sinx 函数

运行时间最短，效果最优。

3 结束语
针对飞行控制律机载软件对基本函数安全性和性能的可

控性要求，对三角函数的机载软件实现方法进行了系统研究，

可以得到以下结论：

（1）对经典的麦克劳林展开法提出了一种工程实用的

余项误差计算方法；对线性插值法提出了一种精确、高效的

插值点求取方法。

（2）从运算精度、占用空间、运行时间等方面对三种方

法进行全面的分析评价，结果表明，这三种方法的运算精度、

占用空间、运行时间都满足工程使用要求。

（3）综合考虑运算精度、占用空间、运行时间这三方面

性能，三种方法中固定项法具有最优的综合性能。 
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