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摘　要：涡扇发动机的多变量控制是目前的研究热点。为了研究鲁棒镇定发动机的结构化摄动和非结构化摄动对系统稳定

性影响，采用结构奇异值理论分析方法，通过设置合理的加权函数，设计性能最优的 μ控制器。采用内部平衡截项法、残

化法和 Hankel-范数近似法等对控制器模型降级处理，通过分析奇异值与范数误差，选取合适的降级方法，以保证降阶后系

统能够稳定工作。仿真结果表明，所设计的控制器能够使系统稳定工作，系统能鲁棒镇定结构化摄动和非结构化摄动，且

具有良好的控制品质，且控制器降阶后对系统基本没有影响。
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航空发动机不确定性主要分为结构参数不确定性和非

结构参数不确定性[1]，其结构参数不确定性问题一直是控制

系统设计的难点。在航空发动机控制系统设计中，执行机构

模型一般假设为延迟环节或者一阶惯性环节，当发动机高频

工作时，会不可避免地引入一些不确定因素；另外，在设计

控制器过程中，传感器的老化延迟等都会对系统带来影响，

考虑到这些问题，结构奇异值是一种很好的对策[2]。本文对

结构奇异值理论进行简要论述，并利用鲁棒性度量工具 μ分

析对 μ综合方法设计的航空发动机控制器进行验证分析。

1 发动机线性模型的建立
研究某型双转子涡扇发动机，其气动热力非线性模型

可用状态空间描述为：

式中：X 为二维状态矢量，即风扇转速 nf 和高压压气机转

子转速 nc；U 为三维输入矢量，即主供油量 Wf、尾喷管喉部

面积 A8、可调压气机静子叶片角度 VGV；Y 为三维输出矢

量，即高压涡轮出口总温 Tt4、压气机压比 PR 和风扇喘振裕度

SMF。用小偏差模型在平衡点线性化，得到的状态空间模型为：

式中： 。

2 μ方法与 D-K 迭代
实际对象可以看作对象模型集合 G 中的一个元素。结构

化不确定摄动Δ描述了系统对象与标称模型的偏离程度[3~5]。

这个摄动可由不同性质的不确定元素构成。若系统在不同

位置出现了同类的不确定性，可以用重复摄动块将这些不确

定性连接起来。考虑系统的标准线性分式描述，如图 1 所示。

P 代表了系统的开环连接，包含所有已知的环节，它包括

标称对象模型、不确定性模型、性能和不确定性加权函数；Δ

表示有范数有界的结构化不确定性集合；K为控制器。其中

P 有三个输入：摄动 p、扰动 d 和控制 u；三个输出：摄动 w、

误差 e 和测量输出 y，则被控系统集可用 LFT 形式描述如下：
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图 1　控制问题的 LTF 描述

Fig.1　LTF description of the control system

设计目的是为了完成一个稳定的控制器 K，使闭环系统

对与某类不确定结构 是稳定的，且满足：

目前，μ综合的有效近似方法是“D-K迭代”，迭代过程如下：

（1）保持 D(s) 不变，优化问题

等价于：

它实际上是 H∞ 优化控制问题，可以通过求解两个

Riccati 方程得到。

（2）保持 K 不变

已知稳定的 K，则优化下面的问题：

（3）拟合 D 中每个元素的幅值，使得 D 是稳定的最小

相位传递函数，然后返回步骤（1）。

持续迭代直至满意的性能，或 H∞ 范数不再减小。该方法

的一个根本问题是：虽然在每个最小化步骤都是凸的，但不能

保证总体是凸的。因此，迭代有可能收敛到一个局部最优点。

3 控制器设计
在 μ综合设计过程中，其中的一个难点是对不确定性

的描述[6]。控制器的结构如图 2 所示。
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图 2　航空发动机的控制结构

Fig.2　Aeroengine control structure

由于选用航空发动机的模型为三输入三输出的，因

此，分块结构可确定为：Δ由三个表示输入不确定性ΔI 的

1×1 的子块和一个表示性能ΔP 的 3×3 子块构成。且图

中频率加权函数 WI 反映了模型中不确定性在指定频率范

围内的权重，若其为对角阵，则反映了单个输入通道（执行

机构）的不确定性。WP 为性能权函数。

在设计过程中，需要对权函数进行调试，通过反复验

证，最终输入不确定系统加权函数和性能权函数选为：

按照 D-K 迭代思路开始迭代，整个迭代过程的具体值

见表 1。
表 1　迭代过程参数变化情况

Table 1　Iteration process parameters change

迭代次数 1 2 3 4 5

控制器阶数 8 8 18 24 24

D 阶数 0 0 10 16 16

γ值 5.94 3.19 1.48 1.16 1.02

max μ 5.09 2.11 1.26 1.06 0.97

最终的控制器为 24阶的，由于篇幅有限，这里就不再赘述。

4 仿真算例
当给定控制器 K 时，系统的灵敏度函数以及补灵敏度

函数[7] 的奇异值如图 3 所示。
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图 3　系统的灵敏度函数与补灵敏度函数的奇异值

Fig.3　 The singular value of the sensitivity function and the 
complement sensitivity function
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从图中可以看出，系统对于乘性输入不确定性具有良

好的鲁棒性。此外，由表 1 可知，迭代 5 次后，系统 μ的峰值

为 0.972，因此，系统的稳定性和鲁棒性能均满足设计要求。

加入摄动后，摄动对象的传递函数为：

式中： ，表示输入不确定性的对角型传递函数

矩阵。考虑到不确定权函数在低频处存在 50% 的误差，因

此，在误差范围内的输入增益摄动是容许的。为了验证控制

器的有效性，选择“最坏”的情况，即摄动增益选择为最大，

此时，系统不确定性传递函数矩阵为：

在这种情况下，对航空发动机控制系统进行仿真分析，

结果如图 4 所示。
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图 4　系统的阶跃响应

Fig.4　System step response

图中，虚线代表输入存在 50% 的摄动时系统的阶跃响

应，实线为无摄动时标称系统的阶跃响应，从图中可以看出，

当没有摄动时，控制系统的上升时间为 3s，系统具有较快的

响应速度，且耦合度良好。加入“最坏”情况下的摄动后，系

统的阶跃响应基本没有太大的变化，因此，系统对结构化不

确定性有较强的鲁棒性。

5 模型降阶的方法
从第 4 节可知，最后的 μ控制器的阶数高达 24 阶，这

主要是因为采用的某型航空发动机是两状态三输入三输出

的受控系统（含有三个不确定性摄动块），且拟合尺度矩阵

有 8 个状态，因此，控制器的阶数会由原来的 8 阶骤然增至

24 阶，显然，这样的控制器在实际应用中基本不可实现，因

此，有必要对控制器进行降阶处理[8，9]。本文将分别应用内

部平衡截项法、残化法和 Hankel-范数近似法对 μ控制器进

行降阶，之后选出最优的降阶方法。

令 (A，B，C，D) 表示稳定系统 G（s）的实现，并将 n 维

状态矢量 x 划分为：

式中：x2 表示希望移除的 n-k 个状态构成的矢量。通过适

当的划分 A，B 和 C，相应的状态空间模型为：

实现 的 k 阶截项可以由

给 出。 截 项 模 型 Ga 在 无 穷 大 频 率 处 等 于 G，即

；除此之外，在一般情况下，和 Ga 间并无特

殊关系。然而，当 A 为 Jordan 标准形时，很容易地对状态排

序，使得 x2 对应于高频或快速模态。

在截项中，丢弃了所有与 x2 有关的状态和动态行为，现

在假设x2=0，即在状态空间方程中残化 x2，那么可以用 x1 和

u 求解 x2，然后把 x2 代到状态方程中，可得：

假设 A11 可逆，并定义：

降阶模型 Ga (Ar，Br，Cr，Dr) 称为 G(s) 的残化。通过

上式可以看出，残化的一个重要性质是它能够维护系统的稳

态增益保持不变，即 G(0)=Ga(0)。因此，在高频段有精度要

求时，模型截项较为可取，而残化更适合低频建模。

在 Hankel-范 数 近 似 法 中，假 设 (A，B，C，D) 为 渐

进稳定系统 G(s) 的最小实现，其 Hankel 奇异值满足：

σ1 ≥ σ2 ≥…≥ σk ≥ σk+1=σk+2，…≥ σk+l+1 ≥，…,≥ σn ＞ 0，

且已排序，则此时系统的 Gramian 矩阵为：

对 (A，B，C，D) 进行划分，使其与∑保持一致，定义 
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(A，B，C，D)为：

式 中：U 是 一 个 满 足 B2=-C2
TU 的 一 个 酉 矩 阵。 且

。由上式可知，矩阵 有 k 个“稳定的”特征值

（位于 LHP），那么：

式中：Gh
k(s) 是一个 k 阶且稳定的最优 Hankel 范数近似，

F(s) 是一个 n-k-1 阶的稳定传递函数，G 与最优近似 Gh
k 间

误差的 Hankel 范数等于 G 的第 k+1 个 Hankel 奇异值：

6 μ控制器的降阶实现与分析对比
现在分别用这三种算法对 μ控制器进行降阶处理，将

降阶后模型的阶数n选为 6。图 5 分别给出了利用截项、残

化和最优 Hankel 范数近似获得的降阶模型和全阶模型的奇

异值关于频率的变化曲线，可以看出，残化后的系统与原系

统在稳态匹配得很好，而截项与最优 Hankel 范数近似的系

统与原系统在全状态的匹配度都比较好。
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图 5　控制器由 24 阶降到 6阶时奇异值的对比

Fig.5　 Comparison of the singular value of controller from 24th 
order to 6th order

针对这三种不同的近似，图 6 给出了误差系统 (K-Ka)

的奇异值。

根据图 6 可知，通过截项法计算的误差系统的范数为

0.3223，对应的频率为 2.4rad/s。通过残化法计算的误差

系统的范数为 0.5224，对应的频率为 0.2rad/s。通过最优

Hankel 范数计算的误差系统的范数为 0.66，对应的频率为

10rad/s。由于航空发动机的闭环带宽大概为 10rad/s，因此，

对于一个良好的控制器设计，该频率附近的误差应尽可能

小。因此，Hankel- 最优范数法并不适合于该问题。比较截

项法和残化法，残化法对应的误差更大。为了使降阶后的

系统更加逼近原有系统，最终选择的降阶方法为截项法。
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Fig.6　Singular values of the error system

将降阶后的控制器作用于航空发动机时，系统的阶跃

响应如图 7 所示。
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图 7　降阶控制器作用于系统时输出响应

Fig.7　System output response based on the reduced-order controller

对比与图 4 与图 7，不难发现，通过截项法降阶后的控

制器的性能基本接近与全阶控制器，因此，通过这种方法对

μ控制器进行降阶是可行的。

7 结论
本文详细介绍了结构奇异值理论，并将其理论应用到

结构复杂、工作环境恶劣的航空发动机控制系统中，之后介

绍了鲁棒结构奇异值控制器的设计过程。研究表明，用 μ

综合设计的控制器对结构化不确定性具有良好的鲁棒性。

考虑到所设计的控制器阶次过高，对其进行降阶处理；通

过平衡截项法、残化法以及最优 Hankel- 范数近似法将 24
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阶控制器降阶到 6 阶，对降阶后的控制器与原有控制器在

奇异值，误差范数方面进行了比较，选择出最优的降阶方法。

然后对选择的降阶控制器进行仿真分析，结果表明降阶后的

控制器性能与全阶控制器性能基本保持一致。 
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Abstract: Aeroengine multivariable control is the current research focus. In this paper， based on the structure 

singular value theory， the structural perturbation and unstructured perturbation of aeroengine were analyzed. The 

optimal μcontroller is finally obtained by setting the weighting function reasonably. Afterwards， the controller model is 

reduced by using internal balance cut-off method， residue method and Hankel-norm approximation method. Select the 

appropriate downgrade method to ensure that the system can work stably after order-reduced by analyzing singular 

value and norm error. The simulation results show that the designed controller can make the system work steadily， the 

system can robustly stabilize structured perturbation and unstructured perturbation， and has good control quality. The 

controller has no influence on the system after order-reduced.
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